
IMO 2015Aufgabe 1: Wir nennen eine endli
he Menge S von Punkten in der Ebene balan
iert, falls eszu je zwei vers
hiedenen Punkten A und B aus S einen Punkt C in S mit AC = BC gibt. Wirbezei
hnen S als zentrumsfrei, wenn es für keine paarweise vers
hiedenen Punkte A, B und Caus S einen Punkt P in S mit PA = PB = PC gibt.(a) Man zeige, dass für jedes n > 3 eine balan
ierte Menge von n Punkten existiert.(b) Man bestimme alle ganzen Zahlen n > 3, für die eine balan
ierte zentrumsfreie Mengevon n Punkten existiert.Lösung: a) Wir nehmen zuerst an, dass n ungerade ist, und betra
hten ein regelmäÿiges n-e
k.Es seien die E
kpunkte des n-e
ks gegen den Uhrzeigersinn mit A1, . . . , An bezei
hnet. DiesePunktmenge ist jedenfalls balan
iert, da zu je zwei Punkten Ai und Aj der Punkt Ak mit
2k = i+ j (mod n) die Eigens
haft AiAk = AjAk hat.

Abbildung 1 Abbildung 2Nun sei n gerade. In diesem Fall betra
hten wir die E
kpunkt A1, . . . , An−1 eines regelmäÿigen
(3n − 6)-e
ks zusammen mit seinem Mittelpunkt O. (Der Fall n = 10 ist in Abbildung 1dargestellt.) Für je zwei Punkte Ai und Aj mit 1 ≤ i, j ≤ n − 1 gilt OAi = OAj. Für diebeiden Punkte O und Ai bemerken wir, dass das Dreie
k OAiAn
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+1. DiePunktmenge ist also balan
iert, was den Beweis von a) abs
hlieÿt. �b) Wir werden zeigen, dass eine derartige Punktmenge für jedes ungerade n existiert, aber fürkein gerades n.Es sei zunä
hst n ungerade. Wenn wir, wie in Teil a), wieder die E
kpunkte eines regelmäÿigen

n-e
ks betra
hten, wissen wir bereits aus Teil a), dass diese Punktmenge bala
iert ist. Die Mengeist au
h si
her zentrumsfrei. Wären nämli
h A, B und C Punkte aus dieser Menge und P einPunkt mit PA = PB = PC, so wäre P der Umkreismittelpunkt des Dreie
ks ABC und somitder Umkreismittelpunkt des n-e
ks. Dieser Punkt gehört aber si
her ni
ht zur Punktmenge.Für ungerade n ≥ 3 existiert also immer eine bala
ierte, zentrumsfreie Punktmenge.Es bleibt also no
h zu zeigen, dass eine sol
he Punktmenge für gerade Werte von n niemalsexistieren kann. Sei zu diesem Zwe
k eine Menge M angenommen, die aus n Punktren besteht(mit geradem n), und die balan
iert und zentrumsfrei ist. Für ein Paar A,B ∈ M bezei
hnenwir einen Punkt C ∈ M als assoziiert mit dem Paar (A,B), wenn AC = BC gilt. Da es n(n−1)
2Paare von Punkten in M gibt, gibt es si
her na
h SFS einen Punkt P ∈ M , der mit mindestens

⌈

n(n−1)
2

: 2
⌉

= n
2
Paaren assoziiert ist. O�ensi
htli
h kann P keinem dieser Paare angehören,und die Vereinigung dieser n

2
Paare besteht also aus hö
hstens n − 1 Punkten. Es muss also



unter den n
2
Paaren zwei Paare geben, die einen Punkt gemeinsam haben. Bezei
hnen wir diesePaare mit (A,B) und (A,C), folgt somit PA = PB = PC, was ein Widerspru
h ist. Es kannalso, wie behauptet, keine sol
he Menge M mit einer geraden Anzahl von Elementen existieren.Balan
ierte und zentrumsfreie Punktmengen mit n Elementen existieren somit, wie behauptet,genau für alle ungerade n ≥ 3. �Aufgabe 2: Man bestimme alle Tripel (a, b, c) positiver ganzer Zahlen, sodass jede der Zahlen

ab− c, bc− a, ca− beine Zweierpotenz ist.(Eine Zweierpotenz ist eine ganze Zahl der Form 2n, wobei n eine ni
htnegative ganze Zahl ist.)Lösung: Wie lei
ht na
hgere
hnet werden kann, erfüllen (2, 2, 2) und alle Pemutationen von
(2, 2, 3), (2, 6, 11) und (3, 5, 7) diese Bedingung. Um zu zeigen, dass diese 16 genau die gesu
htenTripel sind, gehen wir folgendermaÿen vor.Es sei (a, b, c) ein Tripel mit der gewüns
hten Eigens
haft mit a ≤ b ≤ c. (Dies darf oBdAangenommen werden, da jede Pemutation eines Lösungstripels aufgrund der Symmetrie derAusdrü
ke ebenfalls eine Lösung sein muss.) Wäre a = 1, so wäre ab − c = b − c ≤ 0 si
herkeine Zweierpotenz. Im Folgenden können wir also 2 ≤ a ≤ b ≤ c annehmen.Fall 1: a = b (Hinweis: Dieses Argument gilt analog für b = c.)In diesem Fall sind a2 − c und a(c− 1) Zweierpotenzen und es müssen somit sowohl a als au
h
c− 1 Zweierpotenzen sein. Es gibt also natürli
he Zahlen α und γ mit a = 2α und c = 2γ + 1.Da a2 − c = 22α − 2γ − 1 eine Zweierpotenz ist, gilt a2 − c = 22α − 2γ − 1 6≡ −1 (mod 4),und somit γ ≤ 1. Da sowohl 22α − 2 (für γ = 0) als au
h 22α − 3 (für γ = 1) nur für α = 1Zweierpotenzen sein können, erhalten wir in diesem Fall die Lösungen (2, 2, 2) und (2, 2, 3) (mitPermutationen).Fall 2: a, b und c sind paarweise vers
hiedene Zahlen.In diesem Fall können wir wegen der Symmetrie oBdA 2 ≤ a < b < c annehmen. Aufgrund derVoraussetzungen gilt si
her

bc− a = 2α, ca− b = 2β und ab− c = 2γmit α > β > γ. Wir unterteilen der Fall in Unterfälle.Fall 2.1: a = 2Wir wollen zeigen, dass in diesem Fall γ = 0 gilt. Nehmen wir an, es sei γ > 0. Wegen
ab− c = 2b− c = 2γ ist dann c gerade und wegen ca− b = 2β ist dann au
h b gerade. Sind aber
b und c beide gerade, gilt bc − a ≡ 2 (mod 4), und bc − a = 2α ist in diesem Fall nur mögli
hwenn 2α = 2, und somit bc = 4 gilt. Dies widerspri
ht die Voraussetzung 2 < b < c und es folgtsomit γ = 0 und daher c = 2b− 1.Einsetzen in ac − b = 2β ergibt in diesem Fall also 2b − 2 = 2β. Wegen b > 2, d.h. b ≥ 4, istdies nur für β ≥ 4 mögli
h.
β = 4 ergibt 3b − 2 = 24 ⇐⇒ b = 6 und somit c = 11 und wir erhalten die Lösung (2, 6, 11).Zu betra
hten bleibt also der Fall β ≥ 5. Aus bc− a = 2α folgt in diesem Fall
9 · 2α = 9b(2b− 1)− 2 · 9 = 18b2 − 9b− 2− 16 = (3b− 2)(6b+ 1)− 16 = 2β · (2β+1 + 5)− 16.Wegen β ≥ 5 ist die re
hte Seite dieses Ausdru
ks ni
ht dur
h 32 teilbar und es gilt daher α ≤ 4im Widerspru
h zu α > β ≥ 5. Wir sehen, dass es im Fall a = 2 keine weiteren Lösungen gibt.



Fall 2.2: a ≥ 3Wir wählen zuerst ϑ ∈ {±1} so, dass c− ϑ ni
ht dur
h 4 teilbar ist. Dann ist
2α + ϑ · 2β = (bc− aϑ2) + ϑ(ca− b) = (b+ aϑ)(c− ϑ)dur
h 2β teilbar. Somit ist b+ aϑ si
her dur
h 2β−1 teilbar. Andererseits gilt wegen

2β = ac− b > ac− c = (a− 1)c ≥ 2c,und somit 2β−1 ≥ c > b > a, dass a und b jeweils kleiner als 2β−1 sein müssen. Dies ist nurmögli
h wenn ϑ = 1 und a + b = 2β−1 gilt. Nun folgt aus ac− b = 2β

ac− b = 2(a+ b) ⇐⇒ a+ 3b = ac− a.Wegen 4b > a + 3b = a(c − 1) ≥ ab gilt dann a = 3. Aus ac − b = 2(a + b) erhalten wir also
3c− b = 2(3 + b) ⇐⇒ c = b+ 2 und wegen bc− a = 2α ist

bc− a = b(b+ 2)− 3 = b2 + 2b− 3 = (b+ 3)(b− 1)eine Zweierpotenz. Somit sind b− 1 und b+3 jeweils Zweierpotenzen, und dies ist nur mögli
hfür b = 5 und somit c = 7. Als letzte Lösung erhalten wir also in diesem Fall (3, 5, 7). �Aufgabe 3: Es sei ABC ein spitzwinkliges Dreie
k mit AB > AC. Es seien Γ sein Umkreis, Hsein Höhens
hnittpunkt und F der Höhenfuÿpunkt von A. Ferner sei M der Mittelpunkt von
BC. Es bezei
hne Q den Punkt auf Γ mit ∠HQA = 90◦ und K den Punkt auf Γ mit ∠HKQ =
90◦. Dabei sei angenommen, dass die Punkte A, B, C, K und Q paarweise vers
hieden sindund in dieser Reihenfolge auf Γ liegen. Man beweise, dass si
h die Umkreise der Dreie
ke KQHund FKM berühren.Lösung: Es sei A′ der zu A diametral gegenüberliegende Punkt auf Γ. Wegen ∠AQA′ =
90◦ = ∠AQH liegen die Punkte Q, H und A′ kollinear. De�nieren wir nun Q′ als diametralgegenüberliegenden Punkt zu Q auf Γ, gilt au
h analog wegen ∠QKQ′ = 90◦ = ∠QKH , dass
K, H und Q′ ebenfalls kollinear liegen.

Abbildung 3 Abbildung 4



Nun sei E der zweite S
hnittpunkt von der Geraden AF mit Γ. Es ist bekannt, dass F derMittepunkt von HE ist. (Wegen ∠EBC = ∠EAC = 90◦− γ = ∠CBH und ECB = ∠EAB =
90◦ − β = ∠BCH sind die Dreie
ke △EBC und △HBC kongruent.) Weiters ist M derMittelpunkt von HA′. (Wegen MB = MC, ∠A′MB = ∠HMC und ∠HCM = 90◦ − β =
∠ABA′ − ∠ABM = ∠MBA′ sind au
h die Dreie
ke △A′MB und △HMC kongruent.) Nunsei J der Mittelpunkt von HQ′. Dann sind also F , M und J der Reihe na
h die Mittelpunkteder Stre
ken HE, HA′ und HQ′.Wir zei
hnen eine Tangente an den Umkreis von KQH in K und markieren einen Punkt T azfdieser Tangente derart, dass Q und T auf vers
hiedenen Seiten von KH liegen, wie in Abbildung3. Dann gilt si
her ∠HKT = ∠HQK na
h dem Sehnen-Tangentenwinkelsatz. Unser Ziel ist eszu zeigen, dass KT au
h eine Tagente des Umkreises von KFM ist.Zu diesem Zwe
k genügt es, wieder aufgrund des Sehnen-Tamgemtenwinkelsatzes zu zeigen,dass ∠MKT = ∠CFK gilt (da dies mit ∠MFK = 180◦ − ∠MKT glei
hwertig wäre.) Wegen
∠HQK = ∠HKT = ∠MKT +∠HKM ist dies glei
hwertig mit ∠HQK = ∠CFK+∠HKM .Nun bemerken wir, dass ∠HQK = 90◦ − ∠QHK = 90◦ − ∠Q′HA′ gilt, und ebenso ∠CFK =
90◦ −∠KFA (da F der Höhenfuÿpunkt von A ist). Wir erkennen also, dass die zu beweisendeBehauptung au
h in der Form 90◦ − ∠Q′HA′ = 90◦ − ∠KFA + ∠HKM ges
hrieben werdenkann, oder au
h als

∠Q′HA′ = ∠KFA− ∠HKM.Nun betra
hten wir die Dreie
ke KHE und AHQ′. Diese sind si
her ähnli
h, da ∠KHE =
∠AHQ′ S
heitelwinkel sind und ∠Q′AH = ∠Q′AE = ∠Q′KE = ∠HKE aufgrund des Peri-pheriewinkelsatzes gilt. Da J der Mittelpunkt von HQ′ ist, und F der Mittelpunkt von HE, giltsomit ∠KFA = ∠KFH = ∠HJA. Analog sind au
h die Dreie
ke KHA′ und QHQ′ ähnli
h,
M der Mittelpunkt von HA′ und J der Mittelpunkt von HQ′, und somit ∠HKM = ∠JQH .Für die na
hzuweisende Behauptung haben wir also

∠Q′HA′ = ∠KFA− ∠HKM = ∠Q′HA′ = ∠HJA− ∠JQH.Um nun dies zu zeigen, betra
hten wir die hervorgehobenen Details in Abbildung 4.Im Dreie
k JHQ gilt o�esi
htli
h
∠Q′HA′ = ∠JHA′ = ∠JQH + ∠HJQ.Auÿerdem gilt

∠HJA = ∠HJQ+ ∠QJA,und es bleibt somit
∠Q′HA′ = ∠HJA− ∠JQH

⇐⇒ ∠JQH + ∠HJQ = ∠HJQ+ ∠QJA− ∠JQH

⇐⇒ 2 ·∠JQH = ∠QJAzu zeigen. Die folgt aber aus der Tatsa
he, dass AQA′Q′ ein Re
hte
k mit Mittelpunkt O istund J als Mittelpunkt von HQ′ auf der Mittenparallele von QA′ und Q′A liegt, womit derBeweis abges
hlossen ist. �Aufgabe 4: Das Dreie
k ABC hat den Umkreis Ω und den UmkreismittelpunktO. Ein Kreis Γmit Mittelpunkt A s
hneidet die Stre
ke BC in den Punkten D und E, sodass B, D, E und Calle vers
hieden sind und in dieser Reihenfolge auf der Geraden BC liegen. Es seien F und Gdie S
hnittpunkte von Γ und Ω, sodass A, F , B, C und G in dieser Reihenfolge auf Ω liegen.



Ferner sei K der zweite S
hnittpunkt des Umkreises des Dreie
ks BDF mit der Stre
ke AB.Auÿerdem sei L der zweite S
hnittpunkt des Umkreises des Dreie
ks CGE mit der Stre
ke CA.Es sei angenommen, dass die Geraden FK und GL vers
hieden sind und si
h im Punkt Xs
hneiden. Man beweise, dass X auf der Geraden AO liegt.Lösung: Es genügt zu diesem Zwe
k zu zeigen, dass die Geraden FK und GL symmetris
hliegen bezügli
h AO.

Abbildung 5Da AF und AG glei
h lange Sehnen von Ω sind, geht die Winkelsymmetrale von ∠FAG si
herdur
h O. Können wir also zeigen, dass die Dreie
ke AXF und AXG symmetris
h bezügli
h
AO liegen, gilt ∠FAX = ∠GAX und O liegt somit auf AX. Zu diesem Zwe
k wollen wir alsozeigen, dass ∠KFA = ∠AGL gilt.Wir bemerken zuerst, dass

∠KFA = ∠DFG+ ∠GFA− ∠DFKgilt. Nun gilt aber im Kreis Γ si
her ∠DFG = 180◦ − ∠DEG = ∠CEG. In Ω gilt ∠GFA =
∠GBA und im Umkreis von BDF gilt ∠DFK = ∠DBK. Somit folgt also

∠KFA = ∠DFG+ ∠GFA− ∠DFK

= ∠CEG+ ∠GBA− ∠DBK

= ∠CEG− ∠CBG.Im Umkreis von CEG gilt ∠CEG = ∠CLG, und in Ω gilt ∠CBG = ∠CAG. Wir erhalten also
∠KFA = ∠CEG− ∠CBG = ∠CLG− ∠CG = ∠AGLim Dreie
k AGL, womit die Behauptung gezeigt ist. �Aufgabe 5: Es sei R die Menge der reellen Zahlen. Man bestimme alle Funktionen f : R → R,die die Glei
hung

f
(

x+ f(x+ y)
)

+ f(xy) = x+ f(x+ y) + yf(x)



für alle reellen Zahlen x und y erfüllen.Lösung: Wir wollen zeigen, dass die Funktionen x 7→ x und x 7→ 2 − x genau die Lösungendieder Funktionalglei
hung sind. Wegen
x+ x+ y + xy = x+ x+ y + yxund

2− (x+ 2− (x+ y)) + 2− (xy) = x+ 2− (x+ y) + y(2− x) ⇐⇒ 2 + y − xy = 2 + y − xysind dies tatsä
hli
h Lösungen. Wir wollen zeigen, dass es keine weiteren Lösungen gibt.Setzen wir y = 1 in der Glei
hung
f(x+ f(x+ y)) + f(xy) = x+ f(x+ y) + yf(x), (1)erhalten wir

f(x+ f(x+ 1)) = x+ f(x+ 1). (2)Es ist also x + f(x + 1) für alle reellen x ein Fixpunkt von f . Nun unters
heiden wir zweiMögli
hkeiten für f(0).Fall 1: f(0) 6= 0Setzen wir in (1) x = 0, erhalten wir
f(f(y)) + f(0) = f(y) + yf(0).Ist also yo ein beliebiger Fixpunkt von f , erhalten wir dur
h Einsetzen von y = yo in dieserGlei
hung

yo + f(0) = yo + yo · f(0),und somit yo = 1. Wegen (2) gilt also in diesem Fall für alle x ∈ R

x+ f(x+ 1) = 1,was aber glei
hwertig ist mit f(x) = 2− x für alle x ∈ R.Fall 2: f(0) = 0Setzen wir in (1) 0 für y und x+ 1 für x ein, erhalten wir
f(x+ f(x+ 1) + 1) = x+ f(x+ 1) + 1. (3)Setzen wir andererseits x = 1 in (1), erhalten wir

f(1 + f(y + 1)) + f(y) = 1 + f(y + 1) + y · f(1). (4)Dur
h Einsetzen von x = −1 in (2) erhalten wir f(−1) = −1. Ans
hlieÿend ergibt y = −1 in(4) dann aber f(1) = 1. (4) wird also zu
f(1 + f(y + 1)) + f(y) = 1 + f(y + 1) + y. (5)Sind also y und y + 1 beide Fixpunkte von f , ist es y + 2 wegen

f(1 + y + 1) + y = 1 + y + 1 + yau
h. Aus (2) und (3) sehen wir also, dass x+ f(x+ 1) + 2 für alle x ∈ R ein Fixpunkt von fist, und es gilt somit
f(x+ f(x+ 1) + 2) = x+ f(x+ 1) + 2.



Setzen wir aber andererseits in (1) y = −1, erhalten wir au
h
f(x+ f(x− 1)) + f(−x) = x+ f(x− 1)− f(x),und somit f(−x) = −f(x) für alle x ∈ R, Die Funktion f ist also ungerade.Setzen wir s
hlieÿli
h (−1,−y) für (x, y) in (1) ein, erhalten wir wegen f(−1) = −1

f(−1 + f(−1− y)) + f(y) = −1 + f(−1− y)− y · f(−1)

= −1 + f(−1− y) + y.Da f ungerade ist, gilt also
−f(1 + f(y + 1)) + f(y) = −1− f(1 + y) + y,und addieren wir dies zu (5), also f(1 + f(y + 1)) + f(y) = 1 + f(1 + y) + y, erhalten wir indiesem Fall 2f(y) = 2y, also f(y) = y für alle y ∈ R. �Aufgabe 6: Die Folge a1, a2, . . . ganzer Zahlen genügt den folgenden Bedingungen:(i) 1 6 aj 6 2015 für alle j > 1;(ii) k + ak 6= ℓ+ aℓ für alle 1 6 k < ℓ.Man beweise, dass es zwei positive ganze Zahlen b und N derart gibt, dass
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6 10072für alle ganzen Zahlen m und n mit n > m > N erfüllt ist.Lösung: Zunä
hst stellen wir uns die positiven ganzen Zahlen auf der Zahlengeraden dargestelltvor. Für jedes n zei
hnen wir de Pfeil von n zu n + an. Die Länge des Pfeils ist also in jedemFall an. Aufgrund der Bedingung m + am 6= n + an für m 6= n ist jede ganze Zahl an derSpitze hö
hstens eines Pfeils. Es gibt si
her au
h positive ganze Zahlen, wie z.B. 1, in denenkeine Pfeilspitze liegt. Derartige Zahlen bezei
hnen wir als Anfangswerte. Ausgehend von jedemAnfangswert bilden die Pfeile jeweils eine Pfeilkette, die aus Pfeilen besteht, deren Spitzen inPunkten einer streng monoton wa
hsenden Folge liegen. Da die Länge jedes Pfeils hö
hstens2015 beträgt, hat jede Pfeilkette, ausgehend von einem Anfangswert s, eine Spitze in jedemInterval der Form [n, n + 2014] mit n ≥ s.Wir erkennen jetzt, dass es hö
hstens 2015 Anfangswerte gibt. Gäbe es mindestens 2016, sokönnten wir eine Zahl n wählen, die gröÿer als die ersten 2016 Anfangswerte ist, und das Interval
[n, n + 2014] betra
hten. In diesem müssten 2016 Pfeilketten Spitzen in lauter vers
hiedenenPunkten haben, was ein Widerspru
h wäre. Bezei
hnen wir die Anzahl der Anfangswerte mit b,gilt somit si
her 1 ≤ b ≤ 2015. Wählen wir nun N beliebig gröÿer als den gröÿten Anfangswert,können wir nun zeigen, dass diese Werte von b und N die geforderte Eigens
haft haben.Zu diesem Zwe
k wählen wir m und n mit n > m ≥ N . Die Summe ∑n

i=m+1 ai gibt dieGesamtlänge aller Pfeile ausgehend von den Punkten m+ 1, . . . , n an. Zusammen bilden diesePfeile b Teilketten der vorgegebenen Pfeilketten, von denen man
he unter Umständen keinenPfeil enthalten, also leer sind. Nun bezei
hnen wir in jeder Kette die erste Zahl gröÿer als
mi, von der ein Pfeil ausgeht, mit xi und entspre
hend die erste Zahl gröÿer als n, von derein Pfeil ausgeht, mit yi. Die Di�erenzen y1 − x1, . . . , yb − xb sind dann genau die Längen



der Pfeilkettenteile, die zu diesem Berei
h gehören (von denen einige au
h die Länge 0 habenkönnen). Es gilt also
n

∑

i=m+1

ai =

b
∑

j=1

(yj − xj).Nun gilt aber
n

∑

i=m+1

(ai − b) =
n

∑

i=m+1

ai − b(n−m)

=
b

∑

j=1

(yj − xj)− (n−m)b

=
b

∑

j=1

(yj − n)−
b

∑

j=1

(xj −m).Jede Pfeilkette hat einen Endpunkt im Interval [m + 1, m + 2015], und somit sind die Zahlen
x1 − m, . . . , xb − m b vers
hiedene Zahlen aus der Menge {1, 2, . . . , 2015}. Da m + 1 keinAnfangswert ist, aber zu einer Pfeilkette gehören muss, muss si
h 1 unter diesen Zahlen be�nden,und somit gilt

1 +

b−1
∑

j=1

(j + 1) ≤

b
∑

j=1

(xj −m) ≤ 1 +

b−1
∑

j=1

(2016− b+ j).Da dies au
h für n und y1, . . . , yb analog gilt, gilt au
h
1 +
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∑

j=1

(j + 1) ≤

b
∑

j=1

(yj − n) ≤ 1 +

b−1
∑

j=1

(2016− b+ j),und somit zusammenfassend
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)2

= 10072,wie behauptet. �


