
IMO 2013Aufgabe 1: Man beweise: Für jedes Paar positiver ganzer Zahlen k und n existieren positiveganze Zahlen m1, m2, . . . , mk (ni
ht notwendigerweise vers
hieden), so dass
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)gilt.Lösung: Der Beweis gelingt mittels vollständiger Induktion na
h k. Für k = 1 lautet dieBehauptung
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,und dies gilt o�ensi
htli
h für m1 = n.Nun nehmen wir an, es gelte die Behauptung für k = j−1. Wir wollen zeigen, dass die Gültigkeitfür k = j dann folgt.Fall 1: n ungeradeIn diesem Fall gibt es eine positive ganze Zahl t mit n = 2t− 1, und es gilt
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,und na
h der Induktionsannahme gibt es Zahlen m1, m2, . . .mj−1 mit
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.Mit mj = 2t− 1 folgt in diesem Falls also die Gültigkeit der Behauptung für k = j.Fall 2: n geradeIn diesem Fall gibt es eine positive ganze Zahl t mit n = 2t und es gilt
1 +

2j − 1

2t
=

2t + 2j − 1

2t + 2j − 2
· 2t+ 2j − 2

2t
=

(

1 +
1

2t+ 2j − 2

)(

1 +
2j−1 − 1

t

)mit 2t+ 2j − 2 > 0. Au
h in diesem Fall gibt es na
h der Induktionsannahme m1, m2, . . .mj−1mit
1 +

2j−1 − 1

t
=

(

1 +
1

m1

)(

1 +
1

m2

)

. . .

(

1 +
1

mj−1

)

,und mit mj = 2t+ 2j − 2 ist wieder die Gültigkeit der Behauptung für k = j gezeigt, was denBeweis abs
hlieÿt. �Aufgabe 2: Eine Kon�guration aus 4027 Punkten in der Ebene heiÿt kolumbianis
h, wennsie aus 2013 roten und 2014 blauen Punkten besteht, von denen keine drei Punkte auf einerGeraden liegen. Dur
h das Einzei
hnen einiger Geraden wird die Ebene in mehrere Regionenunterteilt. Eine Menge von Geraden heiÿt gut für eine kolumbianis
he Kon�guration, wenn diebeiden folgenden Bedingungen erfüllt sind:
• Keine Gerade geht dur
h einen Punkt der Kon�guration.
• Keine Region enthält Punkte beider Farben.



Man bestimme den minimalen Wert von k, so dass es für jede kolumianis
he Kon�guration von4027 Punkten eine gute Menge von k Geraden gibt.Lösung:Wir wollen zeigen, dass k = 2013 der gesu
hte Wert ist. Zunä
hst gilt si
her k ≥ 2013,was man z.B. anhand des folgenden Beispiels erkennt.Seien 4026 Punkte glei
hmäÿig auf einem Kreis angeordnet und abwe
hselnd gefärbt. (Derfehlende blaue Punkt kann dazu beliebig angenommen werden.) Der Kreis ist somit in 4026Bögen zerteilt, die je von einem blauen und einem roten Punkt begrenzt sind. Da diese dur
heine Gerade getrennt werden müssen, muss der Kreis in jedem dieser 4026 Bogenstü
ke von einerder k Geraden ges
hnitten werden. Dazu sind aber 2013 Geraden notwendig, da keine Gerademehr als zwei Punkte mit dem Kreis gemeinsam haben kann. Es gilt somit si
her k ≥ 2013.Es bleibt also zu zeigen, dass 2013 Geraden immer ausrei
hen. Zu diesem Zwe
k bemerken wir,dass zwei beliebige Punkte A und B stets von allen anderen dur
h zwei Geraden parallel zurVerbindungsgeraden g = [AB] getrennt werden können, wenn die beiden Geraden ausrei
hendnahe an g gelegt werden.Nun betra
hten wir die Punkte auf der konvexen Hülle P der 4027-elementigen Punktmenge.Fall 1: Auf der konvexen Hülle be�ndet si
h ein roter Punkt A.Da A auf der konvexen Hülle P liegt, kann er von allen übrigen dur
h eine Gerade getrenntwerden. Nun können die restli
hen 2012 roten Punkte beliebig zu 1006 Paaren zusammengefasstwerden. Jedes Paar kann dur
h zwei parallele Geraden von allen übrigen getrennt werden, undwir haben somit dur
h 1 + 2 · 1006 = 2013 Geraden alle roten Punkte entweder einzeln oderpaarweise vom Rest abgetrennt.Fall 2: Auf P be�nden si
h nur blaue Punkte.In diesem Fall trennen wir zuerst zwei bena
hbarte Punkte der konvexen Hülle P von allenanderen dur
h eine Gerade. Dann verbleibt die Situation von Fall 1 mit 2012 verbleibendenblauen Punkten, dies wieder paarweise mit 2 · 1006 Geraden von allen übrigen getrennt werdenkönnen. Au
h in diesem Fall genügen also 2013 Geraden und wir haben somit k ≤ 2013 undsomit zusammengefasst k = 2013, wie behauptet. �Aufgabe 3: Der A gegenüber liegende Ankreis des Dreie
ks ABC berühre die Seite BC imPunkt A1. Die Punkte B1 auf der Seite CA und C1 auf der Seite AB seien, unter Verwendungder B bzw. C gegenüber liegenden Ankreise, anlog de�niert. Man nehme an, dass der Umkreis-mittelpunkt des Dreie
ks A1B1C1 auf dem Umkreis des Dreie
ks ABC liegt. Man beweise, dassdas Dreie
k ABC re
htwinklig ist.(Der Ankreis von ABC, der dem E
kpunkt A gegenüber liegt, ist der Kreis, der die Stre
ke BCsowie den Strahl AB jenseits von B und den Strahl AC jenseits von C berührt. Die B bzw. Cgegenüber liegenden Ankreise werden analog de�niert.)Lösung: Es seien Ω der Umkreis von ABC und Γ der Umkreis von A1B1C1. Ao sei als Mittel-punkt desjenigen Bogens CB von Ω, der A enthält de�niert, und analog Bo und Co. Wir setzenalso voraus, dass der Mittelpunkt Q von Γ and Ω liege.Lemma: Es gilt AoB1 = AoC1. Ferner, bilden die Punkte A, Ao, B1 und C1 ein Sehnenviere
k.Weiters liegen die Punkte A und Ao auif derselben Seite von B1C1. Analaoge Ergebnisse geltenfür B und C.Beweis des Lemmas: Betra
hten wir zunä
hst den Fall A = Ao. In diesem Fall ist ABC glei
h-s
henkelig mit Spitze in A, womit auitomatis
h AB1AC1 folgt. Die übrigen Behauptungen desLemmas sind in diesem Fall trivialerweise erfüllt. Wir können also im Weiteren A 6= Ao voraus-setzen.



Na
h der De�nition von Ao gilt si
her AoB = AoC. Es ist bekannt (und kann lei
ht mit Hilfeder Tangentialstre
ken von A an den Inkreis von ABC gezeigt werden), dass BC1 = CB1 gilt.Nun gilt ∠C1BAo = ∠ABAo = ∠ACAo = ∠B1CAo, und die Dreie
ke AoBC1 und AoCB1 sindsomit kongruent, woraus unmittelbar die erste Behauptung AoC1 = AoB1 folgt. Es folgt aberau
h ∠AoC1A = ∠A : oB1A, da dies entspre
hende Auÿenwinkel der kongruenten Dreie
kesind. Somit ist AAoB1C1 wie behauptet ein Sehnenviere
k, bei dem A und Ao auf derselbenSeite von B1C1 liegen, was den Beweis des Lemmas abs
hlieÿt. �Nun kommen wir zum Beweis der eigentli
hen Behauptung. O�ensi
htli
h liegen die Punkte A1,
B1 und C1 auf einem gemeinsamen Halbkreis von Γ (da Q auÿerhalb von ABC liegt), und dasDreie
k A1B1C1 ist somit stumpfwinkelig. O.B.d.A sei der Winkel in B1 stumpf. Dann liegen
A und B1 auf gegenüberliegenden Seiten von A1C1, und dasselbe gilt natürli
h au
h für B und
B1. Q und B liegen somit auf derselben Seite von A1C1.Nun stellen wir fest, dass die Stre
kensymmetrale von A1C1 den Kreis Ω in zwei Punktens
hneidet, die auf vers
hiedenen Seiten von A1C1 liegen. Na
h dem Lemma gehören Bo und
Q beide zu diesen Punkten, und da sie auf derselben Seite von A1C1 liegen, müssen sie somitzusammenfallen.Na
h dem Lemma sind QAo und QCo die Stre
kensymmetralen von B1C1 bzw. A1B1. Somitgilt
∠C1BoA1 = ∠C1BoB1 + ∠B1BoA1 = 2∠AoBoBi + 2∠B1BoCo = 2∠AoBoCo = 180o − ∠ABC,da Ao und Co die Mittelpunkte der Bögen CB bzw. BA sind.Andererseits gilt aber aufgrund des Lemmas

∠C1BoA1 = ∠C1BA1 = ∠ABC,und mit diesen beiden Beziehungen folgt ∠ABC = 90o, wie behauptet. �Aufgabe 4: Es sei ABC ein spitzwinkliges Dreie
k mit dem Höhens
hnittpunkt H . Ferner sei
W ein innerer Punkt der Stre
ke BC. Es bezei
hnen M und N die Höhenfuÿpunkte von B bzw.
C. Auÿerdem bezei
hne ω1 den Umkreis von BWN und X den Punkt auf ω1, so dass WX einDur
hmesser von ω1 ist. Analog bezei
hne ω2 den Umkreis von CWM und Y den Punkt auf
ω2, so dass WY ein Dur
hmesser von ω2 ist.Man beweise, dass die Punkte X , Y und H auf einer Geraden liegen.Lösung: Seien L der Höhenfuÿpunkt aus A und Z der zweite S
hnittpunkt von ω1 und ω2neben W . Wir zeigen, dass X , Y , Z und H alle auf einer gemeinsamen Gerade liegen.



Wegen ∠BNC = ∠BMC = 90o liegen die Punkte B, C, N und M auf einem gemeinsamenKreis, den wir als ω3 bezei
hnen. WZ ist die Potenzgerade von ω1 und ω2, BN die von ω1 und
ω3 und CM die von ω2 und ω3. Es folgt also, dass A = BN ∩CM das Potenzzentrum der dreiKreise ist, und die Gerade WZ geht somit dur
h diesen Punkt A.Da WX und WY Dur
hmesser von ω1 bzw. ω2 sind, gilt ∠WZX = ∠WZY = 90o, und X und
Y liegen somit auf der Normalen zu WZ dur
h Z.Nun ist BLHN si
her ein Sehnenviere
k, da es zwei re
hte Winkel hat. Wegen der Potenz von
A bezügli
h ω1 und dem Umkreis von BLHN gilt AL ·AH = AB ·AN = AW ·AZ. Liegt nun
H auf AW , so folgt unmittelbar H = Z. Andernfalls folgt aber aus der Beziehung AZ

AH
= AL

AW
,dass die Dreie
ke AHZ und ALW ähnli
h sind. Es folgt somit ∠HZA = ∠WLA = 90o, undder Punkt H liegt somit ebenfalls auf der Geraden XY , wie behauptet. �Aufgabe 5: Es sei Q>0 die Menge der positiven rationalen Zahlen. Ferner sei f : Q>0 → Reine Funktion, wel
he die folgenden drei Bedingungen erfüllt:(i) Für alle x, y ∈ Q>0 gilt f(x)f(y) ≥ f(xy).(ii) Für alle x, y ∈ Q>0 gilt f(x+ y) ≥ f(x) + f(y).(iii) Es gibt eine rationale Zahl a > 1, für die f(a) = a gilt.Man beweise, dass f(x) = x für alle x ∈ Q>0 gilt.Lösung: Es bezei
hne Z>0 die Menge der positiven ganzen Zahlen.Setzen wir zunä
hst x = y = 1 in (i) ein, erhalten wir f(1) ≥ 1. Dur
h einfa
he Induktion na
h

n folgt aus (ii)
f(nx) ≥ nf(x) ∀ n ∈ Z>0 und x ∈ Q>0.Speziell folgt also

f(n) ≥ nf(1) ≥ n∀ n ∈ Z>0.Aus (i) folgt aber f(m
n
)f(n) ≥ f(m), und somit gilt f(q) > 0 für alle q ∈ Q>0.Nun folgt aus (ii), dass f streng monton steigend sein muss, und es gilt somit

f(x) ≥ f(⌊x⌋) ≥ ⌊x⌋ > x− 1 ∀ x ≥ 1.Mit Hilfe einer einfa
hen Induktion folgt aus (i) sofort f(x)n ≥ f(xn), und somit
f(x)n ≥ f(xn) > xn − 1 ⇐⇒ f(x) ≥ n

√
xn − 1 ∀x > 1 und n ∈ Z>0.Somit gilt aber si
her

f(x) ≥ x ∀ x > 1.



(Wählen wir x > y > 1 folgt aus xn − yn = (x− y)(xn−1 + xn−2y + . . .+ yn−1) > n(x− y) mitgroÿem n sogar xn − 1 > yn und somit f(x) > y.)Nun gilt aber zusammenfassend an = f(a)n ≥ g(an) ≥ an, und somit f(an) = an. Somit könnenwir für jedes x > 1 ein n ∈ Z>0 wählen, sodass an − x > 1 gilt. Dann folgt aber
an = f(an) ≥ f(x) + f(an − x) ≥ x+ (an − x) = an,und somit f(x) = x für x > 1. S
hlieÿli
h gilt für jedes x ∈ Q>0 und für jedes n ∈ Z>0

nf(x) = f(n)f(x) ≥ f(nx) ≥ nf(x),woraus f(nx) = nf(x) folgt. Es gilt somit f(m
n
) = f(m)

n
= m

n
für alle m,n ∈ Z>0. �Aufgabe 6: Es sei n ≥ 3 eine ganze Zahl. Man betra
hte einen Kreis, auf dem n+1 Punkte injeweils glei
hem Abstand markiert sind. Man betra
hte alle Bes
hriftungen dieser Punkte mitden Zahlen 0, 1, . . . , n, wobei jede Zahl genau einmal vorkommt. Zwei sol
he Bes
hriftungenwerden als glei
h angesehen, wenn man die eine dur
h Drehung des Kreises aus der anderenerhalten kann. Eine Bes
hriftung heiÿt s
hön, wenn für je vier Zahlen a < b < c < d mit

a+ d = b+ c die Sehne zwis
hen a und d ni
ht die Sehne zwis
hen b und c s
hneidet.Es bezei
hneM die Anzahl der s
hönen Bes
hriftungen und N die Anzahl der geordneten Paare
(x, y) von positiven ganzen Zahlen mit x+ y ≤ n und ggT(x, y) = 1. Man beweise

M = N + 1.Lösung: Ist eine Bes
hriftung von [0, n] = {0, 1, . . . , n} gegeben, bezei
hnen wir eine (mögli-
herweise degenerierte) Sehne, deren (mögli
herweise glei
hen) Endpunkte die Summe k habenals k-Sehne. Wir bezei
hnen drei Sehnen des Kreises als geordnet, wenn eine darunter die ande-ren zwei trennt. m ≥ 3 Sehnen werden als geordnet bezei
hnet, wenn es darunter drei geordnetegibt. In der Abbildung 1 sind also etwa die Sehnen A, B und C geordnet, während es B, C und
D ni
ht sind.

Behauptung: In einer s
hönen Bes
hriftung sind die k-Sehnen für jeden ganzzahligen Wert von
k geordnet.Beweis: Der Beweis gelingt mittels Induktion na
h n. Für n ≤ 3 ist die Aussage trivial. Nunsei n ≥ 4. Wir betra
hten eine s
höne Bes
hriftung S in der die k-Sehnen A, B und C ni
htgeordnet seien. Wir wollen zeigen, dass diese Annahme zu einem Widerspru
h führt. Ist n ni
htunter den Endpunkten von A, B oder C, so erhalten wir dur
h Entfernung von n aus S eines
höne Bes
hriftung S\{n} von [0, n−1], in der A, B und C laut Induktionsannahme geordnetsein müssen. Ist 0 ni
ht unter den Endpunkten von A, B oder C, erhalten wir dur
h Entfernung



von 0 und Reduktion aller Zahlen um 1 eine s
höne Bes
hriftung S\{0}, in der wiederum A,
B und C geordnet sein müssen. Wir erkennen also, dass si
h sowohl 0 als au
h n unter denEndpunkten der drei Sehnen be�nden müssen. Sind x bzw. y ihre jeweiligen Partner, erhaltenwir n ≥ 0 + x = k = n+ y ≥ n. 0 und n müssen also die beiden Endpunkte einer Sehnen sein.Sei diese o.B.d.A. C.Nun sei D die Sehne, die die Zahlen u und v verbindet, die = und n bena
hbart sind und, wiein Figur 2 abgebildet, auf derselben Seite von C wie A und B liegen. Wir setzen t = u + v.Würde t = n gelten, wären die n-Sehnen A, B und D in der s
hönen Bes
hriftung S\{0, n}ni
ht geordnet, im Widerspru
h zur Induktionsannahme. Gilt t < n, so kann die t-Sehne von 0zu t D ni
ht s
hneiden, womit also die Sehne C t und D trennt. Die Sehne E von t zu n − ts
hneidet C ni
ht, und t und n− t liegen somit auf derselben Seite von C. Dann sind aber dieSehnen A, B und E ni
ht in S\{0, n} geordnet, was ein Widerspru
h ist. Gilt s
hlieÿli
h t > n,erkennen wir, dass dieser Fall zum Fall t < n glei
hwertig ist, indem wir die s
hönheitserhaltendeUmnummerierung x 7→ n − x für 0 ≤ x ≤ n dur
hführen, die t-Sehnen auif (2n − t)-Sehnenabbildet. Die Gültigkeit des Lemmas ist also gezeigt.Da nun das Lemma zur Verfügung steht, können wir die Gültigkeit der Behauptung ebenfallsmittels Induktion na
h n zeigen. Der Fall n = 2 ist klar, und wir können somit n ≥ 3 voraus-setzen. Es sei S eine s
höne Bes
hriftung von [0, n]. Entfernt man den Punkt n, erhält maneine s
höne Bes
hriftung T von [0, n− 1]. Die n-Sehnen von T sind geordnet und sie enthaltenjeden Punkt auÿer 0. Wir sagen T sei vom Typ I, wenn 0 zwis
hen zwei dieser n-Sehnen liegt.Ist dies ni
ht der Fall (d.h. 0 liegt mit diesem n-Sehnen geordnet), sagen wir T sei vom TypII. Wir zeigen nun, dass jede Typ I Bes
hriftung aus einer eindeutigen Bes
hriftung von [0, n]entsteht, und jede Typ II Bes
hriftung aus genau zwei s
hönen Bes
hriftungen von [0, n].Sei zunä
hst T vom Typ I. 0 liege zwis
hen den Sehnen A und B. Da die Sehne von 0 zu nmit A und B in S geordnet liegen muss, muss n auf dem gegenüber liegenden Bogen zwis
hen
A und B liegen. Es kann also S eindeutig aus T rekonstruiert werden. Ist umgekehrt T vonTyp I und wir setzen n wie bes
hrieben, behaupten wir, dass die resultierende Bes
hriftung Ss
hön ist. Für 0 < k < n sind die k-Sehnen von S au
h k-Sehnen von T , und somit geordnet.Für n < k < 2n s
hlieÿli
h sind die n-Sehnen aufgrund der Konstruktion parallel, und esexistiert somit eine A
hseℓ, sodass x symmetris
he zu n−x bezügli
h ℓ liegt für alle x. Würdensi
h zwei k-Sehnen s
hneiden, so wären ihre Spiegelbilder an ℓ zwei s
hneidende k-Sehnen, imWiderspru
h zu 0 < 2n− k < n.Nun sei T vom Typ II. In diesem Fall gibt es zwei mögli
he Lagen von n in S, auf beiden Seitenvon 0. Wie zuvor können wir erkennen, dass beide zu s
hönen Bes
hriftungen von [0, n] führen.Bezei
hnen wir also die Anzahl s
höner Bes
hriftungen von [0, n]mitMn und die Anzahl s
hönerBes
hriftungen von [0, n− 1] vom Typ II, so erhalten wir

Mn = (Mn−1 − Ln−1) + 2Ln−1 = Mn−1 + Ln−1.Es bleibt also no
h zu zeigen, dass Ln−1 glei
h der Anzahl von Paaren (x, y) positiver ganzerZahlen mit x+ y = n und ggT(x, y) = 1 ist. Wegen n ≥ 3 ist diese Zahl glei
h
ϕ(n) = |{x| 1 ≤ x ≤ n, ggT(x, n) = 1}|.Um dies zu zeigen betra
hten wir eine s
höne Bes
hriftung von [0, n − 1] vom Typ II. Wirbes
hriften die Punkte im Uhrzeigersinn der Reihe na
h mit 0, . . . , n− 1 (mod n) so, dass dieZahl 0 an der Stelle 0 steht. Sei f(i) die Zahl an der Stelle i. (Wir bemerken, dass f einePermutation von [0, n− 1] ist.) Sei a die Position mit f(a) = n− 1.Da alle n-Sehnen mit 0 geordnet sind und alle Punkte Endpunkt einer n-Sehne sind, sind dieseSehnen alle parallel und es gilt f(i)+f(−i) = n für alle i. Da au
h alle (n−1)-Sehnen geordnetsind, und jeder Punkt Endpunkt einer (n−1)-Sehne ist, sind au
h diese Sehnen alle zueinander



parallel und es gilt f(i)+f(a− i) = n−1 für alle i. Somit gilt au
h f(a− i) = f(−i)−1 für alle
i, und da f(0) = 0 gilt, erhalten wir f(−ak) = k für alle k (modulo n). Da f eine Permutationist, muss (a, n) = 1 gelten. Somit folgt Ln−1 ≤ ϕ(n).Um nun Glei
hheit na
hzuweisen, bleibt es festzustellen, dass diese Bes
hriftung s
hön ist. Umdies einzusehen, betra
hten wir vier Zahlen w, x, y, z auf den Kreis mit w+ y = x+ z. Für ihrePostionen am Kreis gilt (−aw) + (−ay) = (−ax) + (−az), was bedeutet, dass die Sehnen von
w zu y und von x zu z parallel sind. Die Bes
hriftung ist also s
hön, und na
h der De�nitionist sie vom Typ II. Daraus folgt die Gültigkeit der Behauptung. �


