IMO 2013

Aufgabe 1: Man beweise: Fiir jedes Paar positiver ganzer Zahlen k£ und n existieren positive
ganze Zahlen my, ma, ..., my (nicht notwendigerweise verschieden), so dass
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Losung: Der Beweis gelingt mittels vollstdndiger Induktion nach k. Fiir £ = 1 lautet die
Behauptung

gilt.
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und dies gilt offensichtlich fiir m; = n.

Nun nehmen wir an, es gelte die Behauptung fiir k£ = j—1. Wir wollen zeigen, dass die Giiltigkeit
fiir £ = 7 dann folgt.

Fall 1: n ungerade

In diesem Fall gibt es eine positive ganze Zahl ¢t mit n = 2t — 1, und es gilt
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und nach der Induktionsannahme gibt es Zahlen my, ms, ... m;_; mit
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Mit m; = 2t — 1 folgt in diesem Falls also die Giiltigkeit der Behauptung fiir £ = j.

Fall 2: n gerade

In diesem Fall gibt es eine positive ganze Zahl £ mit n = 2¢ und es gilt
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mit 2t +27 — 2 > 0. Auch in diesem Fall gibt es nach der Induktionsannahme m;, mo, .. M
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und mit m; = 2t + 27 — 2 ist wieder die Giiltigkeit der Behauptung fiir k = j gezeigt, was den
Beweis abschliefst. U

Aufgabe 2: Eine Konfiguration aus 4027 Punkten in der Ebene heift kolumbianisch, wenn
sie aus 2013 roten und 2014 blauen Punkten besteht, von denen keine drei Punkte auf einer
Geraden liegen. Durch das Einzeichnen einiger Geraden wird die Ebene in mehrere Regionen
unterteilt. Eine Menge von Geraden heiftt gut fiir eine kolumbianische Konfiguration, wenn die
beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

e Keine Gerade geht durch einen Punkt der Konfiguration.

e Keine Region enthilt Punkte beider Farben.



Man bestimme den minimalen Wert von k£, so dass es fiir jede kolumianische Konfiguration von
4027 Punkten eine gute Menge von k£ Geraden gibt.

Losung: Wir wollen zeigen, dass k = 2013 der gesuchte Wert ist. Zunachst gilt sicher k£ > 2013,
was man z.B. anhand des folgenden Beispiels erkennt.

Seien 4026 Punkte gleichméfig auf einem Kreis angeordnet und abwechselnd gefiarbt. (Der
fehlende blaue Punkt kann dazu beliebig angenommen werden.) Der Kreis ist somit in 4026
Bogen zerteilt, die je von einem blauen und einem roten Punkt begrenzt sind. Da diese durch
eine Gerade getrennt werden miissen, muss der Kreis in jedem dieser 4026 Bogenstiicke von einer
der k£ Geraden geschnitten werden. Dazu sind aber 2013 Geraden notwendig, da keine Gerade
mehr als zwei Punkte mit dem Kreis gemeinsam haben kann. Es gilt somit sicher £ > 2013.

Es bleibt also zu zeigen, dass 2013 Geraden immer ausreichen. Zu diesem Zweck bemerken wir,
dass zwei beliebige Punkte A und B stets von allen anderen durch zwei Geraden parallel zur
Verbindungsgeraden g = [AB] getrennt werden kénnen, wenn die beiden Geraden ausreichend
nahe an g gelegt werden.

Nun betrachten wir die Punkte auf der konvexen Hiille P der 4027-elementigen Punktmenge.
Fall 1: Auf der konvexen Hiille befindet sich ein roter Punkt A.

Da A auf der konvexen Hiille P liegt, kann er von allen iibrigen durch eine Gerade getrennt
werden. Nun konnen die restlichen 2012 roten Punkte beliebig zu 1006 Paaren zusammengefasst
werden. Jedes Paar kann durch zwei parallele Geraden von allen iibrigen getrennt werden, und
wir haben somit durch 1 4+ 2 - 1006 = 2013 Geraden alle roten Punkte entweder einzeln oder
paarweise vom Rest abgetrennt.

Fall 2: Auf P befinden sich nur blaue Punkte.

In diesem Fall trennen wir zuerst zwei benachbarte Punkte der konvexen Hiille P von allen
anderen durch eine Gerade. Dann verbleibt die Situation von Fall 1 mit 2012 verbleibenden
blauen Punkten, dies wieder paarweise mit 2-1006 Geraden von allen iibrigen getrennt werden
konnen. Auch in diesem Fall geniigen also 2013 Geraden und wir haben somit £ < 2013 und
somit zusammengefasst k& = 2013, wie behauptet. O

Aufgabe 3: Der A gegeniiber liegende Ankreis des Dreiecks ABC' beriihre die Seite BC' im
Punkt A;. Die Punkte B; auf der Seite CA und C; auf der Seite AB seien, unter Verwendung
der B bzw. C gegeniiber liegenden Ankreise, anlog definiert. Man nehme an, dass der Umkreis-
mittelpunkt des Dreiecks A, B;C} auf dem Umbkreis des Dreiecks ABC' liegt. Man beweise, dass
das Dreieck ABC' rechtwinklig ist.

(Der Ankreis von ABC, der dem Eckpunkt A gegeniiber liegt, ist der Kreis, der die Strecke BC'
sowie den Strahl AB jenseits von B und den Strahl AC' jenseits von C beriihrt. Die B bzw. C'
gegeniiber liegenden Ankreise werden analog definiert.)

Losung: Es seien ) der Umkreis von ABC und I' der Umkreis von A;B;C;. A, sei als Mittel-
punkt desjenigen Bogens C'B von (2, der A enthélt definiert, und analog B, und C,. Wir setzen
also voraus, dass der Mittelpunkt ) von I'" and € liege.

Lemma: Es gilt A,B; = A,C:. Ferner, bilden die Punkte A, A,, B; und C} ein Sehnenviereck.
Weiters liegen die Punkte A und A, auif derselben Seite von B;C;. Analaoge Ergebnisse gelten
fiir B und C.

Beweis des Lemmas: Betrachten wir zunéchst den Fall A = A,. In diesem Fall ist ABC gleich-
schenkelig mit Spitze in A, womit auitomatisch AB; AC, folgt. Die iibrigen Behauptungen des
Lemmas sind in diesem Fall trivialerweise erfiillt. Wir konnen also im Weiteren A # A, voraus-
setzen.



Nach der Definition von A, gilt sicher A,B = A,C. Es ist bekannt (und kann leicht mit Hilfe
der Tangentialstrecken von A an den Inkreis von ABC' gezeigt werden), dass BC; = C'B; gilt.
Nun gilt ZC1BA, = ZABA, = LACA, = ZB,C'A,, und die Dreiecke A,BC; und A,C'B; sind
somit kongruent, woraus unmittelbar die erste Behauptung A,C, = A,B; folgt. Es folgt aber
auch ZA,C1A = ZA : 0B1 A, da dies entsprechende Aufsenwinkel der kongruenten Dreiecke
sind. Somit ist AA,B;C; wie behauptet ein Sehnenviereck, bei dem A und A, auf derselben
Seite von B;C' liegen, was den Beweis des Lemmas abschlieft. O
Nun kommen wir zum Beweis der eigentlichen Behauptung. Offensichtlich liegen die Punkte A;,
By und C) auf einem gemeinsamen Halbkreis von I' (da @ auferhalb von ABC liegt), und das
Dreieck A, B;CY ist somit stumpfwinkelig. O.B.d.A sei der Winkel in By stumpf. Dann liegen
A und B, auf gegeniiberliegenden Seiten von A;C, und dasselbe gilt natiirlich auch fiir B und
Bi. Q und B liegen somit auf derselben Seite von A;C.

Nun stellen wir fest, dass die Streckensymmetrale von A;C; den Kreis €2 in zwei Punkten
schneidet, die auf verschiedenen Seiten von A;C} liegen. Nach dem Lemma gehoéren B, und
Q@ beide zu diesen Punkten, und da sie auf derselben Seite von A;Cy liegen, miissen sie somit
zusammenfallen.

Nach dem Lemma sind QA, und QC, die Streckensymmetralen von B;C; bzw. A;B;. Somit
gilt

/C1B,A, = LC1B,By + £/BB,A, =2/A,B,B; +2/B:B,C, = 2/A,B,C, = 180° — LZABC,
da A, und C, die Mittelpunkte der Bogen C'B bzw. BA sind.

Andererseits gilt aber aufgrund des Lemmas
chBoAl == ZClBAl == ZABC,
und mit diesen beiden Beziehungen folgt ZABC = 90°, wie behauptet. 0J

Aufgabe 4: Es sei ABC ein spitzwinkliges Dreieck mit dem Hohenschnittpunkt H. Ferner sei
W ein innerer Punkt der Strecke BC'. Es bezeichnen M und N die Hohenfulkpunkte von B bzw.
C. Auflserdem bezeichne w; den Umkreis von BW N und X den Punkt auf wq, so dass WX ein
Durchmesser von w; ist. Analog bezeichne ws den Umkreis von CW M und Y den Punkt auf
wo, so dass WY ein Durchmesser von ws ist.

Man beweise, dass die Punkte X, Y und H auf einer Geraden liegen.

Losung: Seien L der Hohenfulpunkt aus A und Z der zweite Schnittpunkt von w; und ws
neben W. Wir zeigen, dass X, Y, Z und H alle auf einer gemeinsamen Gerade liegen.



Wegen /BNC = ZBMC = 90° liegen die Punkte B, C, N und M auf einem gemeinsamen
Kreis, den wir als ws bezeichnen. W Z ist die Potenzgerade von w; und ws, BN die von w; und
w3 und C'M die von wy und ws. Es folgt also, dass A = BN N C'M das Potenzzentrum der drei
Kreise ist, und die Gerade W Z geht somit durch diesen Punkt A.

Da WX und WY Durchmesser von wy bzw. ws sind, gilt ZWZX = ZWZY = 90°, und X und
Y liegen somit auf der Normalen zu W2 durch Z.

Nun ist BLH N sicher ein Sehnenviereck, da es zwei rechte Winkel hat. Wegen der Potenz von
A beziiglich wy und dem Umkreis von BLHN gilt AL- AH = AB- AN = AW - AZ. Liegt nun
H auf AW, so folgt unmittelbar H = Z. Andernfalls folgt aber aus der Beziehung ﬁ—fl = AL

AW
dass die Dreiecke AHZ und ALW &hnlich sind. Es folgt somit ZHZA = ZW LA = 90°, und
der Punkt H liegt somit ebenfalls auf der Geraden XY, wie behauptet. 0J

Aufgabe 5: Es sei Q- die Menge der positiven rationalen Zahlen. Ferner sei f : Q. — R
eine Funktion, welche die folgenden drei Bedingungen erfiillt:

(i) Fiir alle 7,y € Qo gilt f(z)f(y) > f(2y).

(i) Fiir alle 2,y € Qso gilt f(z +y) > f(z) + f(y).

(iii) Es gibt eine rationale Zahl a > 1, fiir die f(a) = a gilt.
Man beweise, dass f(x) = z fiir alle z € Q5 gilt.

Losung: Es bezeichne Z-( die Menge der positiven ganzen Zahlen.

Setzen wir zundchst x =y = 1 in (i) ein, erhalten wir f(1) > 1. Durch einfache Induktion nach
n folgt aus (ii)
fnx) >nf(x) Vné€Zsoundxz € Q.

Speziell folgt also
f(n) > nf(1) > 0¥ n € Zoo.

Aus (i) folgt aber f(™)f(n) > f(m), und somit gilt f(g) > 0 fiir alle ¢ € Q0.

Nun folgt aus (ii), dass f streng monton steigend sein muss, und es gilt somit
flz) > f(lz]) > |z >x—1 Va>1.
Mit Hilfe einer einfachen Induktion folgt aus (i) sofort f(x)™ > f(z"), und somit
fx)" > f(a™) > 2" —1 <= f(x) > V2" —1 Vr>1lundn € Z-.

Somit gilt aber sicher
flx) >z Vao>1.



(Wéhlen wir z >y > 1 folgt aus 2" —y" = (z —y)(@" '+ 2" 2y + ...+ y" ') > n(z — y) mit
grofem n sogar ™ — 1 > y" und somit f(x) > y.)

Nun gilt aber zusammenfassend a” = f(a)" > g(a™) > a”, und somit f(a") = a". Somit kénnen
wir fiir jedes x > 1 ein n € Z~( wahlen, sodass a™ — z > 1 gilt. Dann folgt aber

a" = f(a") =2 f(z) + fla" —z) 2z + (0" —x) = a”,
und somit f(z) = x fiir z > 1. Schlieflich gilt fiir jedes x € Q- und fiir jedes n € Z
nf(x) = f(n)f(z) = f(nz) = nf(z),

woraus f(nz) = nf(z) folgt. Es gilt somit f(©) = fm) 2 fiir alle m,n € Z,. O

n

Aufgabe 6: Es sei n > 3 eine ganze Zahl. Man betrachte einen Kreis, auf dem n+ 1 Punkte in
jeweils gleichem Abstand markiert sind. Man betrachte alle Beschriftungen dieser Punkte mit
den Zahlen 0,1,...,n, wobei jede Zahl genau einmal vorkommt. Zwei solche Beschriftungen
werden als gleich angesehen, wenn man die eine durch Drehung des Kreises aus der anderen
erhalten kann. Eine Beschriftung heillt schén, wenn fiir je vier Zahlen a < b < ¢ < d mit
a4+ d = b+ c die Sehne zwischen a und d nicht die Sehne zwischen b und ¢ schneidet.

Es bezeichne M die Anzahl der schonen Beschriftungen und N die Anzahl der geordneten Paare
(x,y) von positiven ganzen Zahlen mit x + y < n und ggT(z,y) = 1. Man beweise

M=N+1.

Losung: Ist eine Beschriftung von [0,n] = {0,1,...,n} gegeben, bezeichnen wir eine (mogli-
cherweise degenerierte) Sehne, deren (moglicherweise gleichen) Endpunkte die Summe & haben
als k-Sehne. Wir bezeichnen drei Sehnen des Kreises als geordnet, wenn eine darunter die ande-
ren zwei trennt. m > 3 Sehnen werden als geordnet bezeichnet, wenn es darunter drei geordnete
gibt. In der Abbildung 1 sind also etwa die Sehnen A, B und C geordnet, wihrend es B, C' und
D nicht sind.
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Behauptung: In einer schonen Beschriftung sind die k-Sehnen fiir jeden ganzzahligen Wert von
k geordnet.

Beweis: Der Beweis gelingt mittels Induktion nach n. Fiir n < 3 ist die Aussage trivial. Nun
sei n > 4. Wir betrachten eine schone Beschriftung S in der die k-Sehnen A, B und C' nicht
geordnet seien. Wir wollen zeigen, dass diese Annahme zu einem Widerspruch fiihrt. Ist n nicht
unter den Endpunkten von A, B oder C, so erhalten wir durch Entfernung von n aus S eine
schone Beschriftung S\{n} von [0,n — 1], in der A, B und C' laut Induktionsannahme geordnet
sein miissen. Ist 0 nicht unter den Endpunkten von A, B oder C, erhalten wir durch Entfernung



von 0 und Reduktion aller Zahlen um 1 eine schone Beschriftung S\{0}, in der wiederum A,
B und C geordnet sein miissen. Wir erkennen also, dass sich sowohl 0 als auch n unter den
Endpunkten der drei Sehnen befinden miissen. Sind x bzw. y ihre jeweiligen Partner, erhalten

wirn>04+x=k=n+y >n.0 und n miissen also die beiden Endpunkte einer Sehnen sein.
Sei diese 0.B.d.A. C.

Nun sei D die Sehne, die die Zahlen u und v verbindet, die = und n benachbart sind und, wie
in Figur 2 abgebildet, auf derselben Seite von C' wie A und B liegen. Wir setzen ¢t = u + v.
Wiirde ¢t = n gelten, wiren die n-Sehnen A, B und D in der schonen Beschriftung S\{0,n}
nicht geordnet, im Widerspruch zur Induktionsannahme. Gilt t < n, so kann die ¢-Sehne von 0
zu t D nicht schneiden, womit also die Sehne C' £ und D trennt. Die Sehne F von t zu n — t
schneidet C' nicht, und ¢ und n — ¢t liegen somit auf derselben Seite von C'. Dann sind aber die
Sehnen A, B und FE nicht in S\{0,n} geordnet, was ein Widerspruch ist. Gilt schlieklich ¢ > n,
erkennen wir, dass dieser Fall zum Fall ¢ < n gleichwertig ist, indem wir die schonheitserhaltende
Umnummerierung « — n — z fiir 0 < 2 < n durchfiithren, die ¢-Sehnen auif (2n — t)-Sehnen
abbildet. Die Giiltigkeit des Lemmas ist also gezeigt.

Da nun das Lemma zur Verfiigung steht, konnen wir die Giiltigkeit der Behauptung ebenfalls
mittels Induktion nach n zeigen. Der Fall n = 2 ist klar, und wir kénnen somit n > 3 voraus-
setzen. Es sei S eine schone Beschriftung von [0, n]. Entfernt man den Punkt n, erhdlt man
eine schone Beschriftung 7" von [0, n — 1]. Die n-Sehnen von 7" sind geordnet und sie enthalten
jeden Punkt aufser 0. Wir sagen T' sei vom Typ I, wenn 0 zwischen zwei dieser n-Sehnen liegt.
Ist dies nicht der Fall (d.h. 0 liegt mit diesem n-Sehnen geordnet), sagen wir 7" sei vom Typ
II. Wir zeigen nun, dass jede Typ I Beschriftung aus einer eindeutigen Beschriftung von [0, n]
entsteht, und jede Typ II Beschriftung aus genau zwei schénen Beschriftungen von [0, n].

Sei zunéchst 7" vom Typ 1. 0 liege zwischen den Sehnen A und B. Da die Sehne von 0 zu n
mit A und B in S geordnet liegen muss, muss n auf dem gegeniiber liegenden Bogen zwischen
A und B liegen. Es kann also S eindeutig aus 7' rekonstruiert werden. Ist umgekehrt 7" von
Typ I und wir setzen n wie beschrieben, behaupten wir, dass die resultierende Beschriftung S
schon ist. Fiir 0 < £ < n sind die k-Sehnen von S auch k-Sehnen von 7', und somit geordnet.
Fiir n < k < 2n schlieflich sind die n-Sehnen aufgrund der Konstruktion parallel, und es
existiert somit eine Achsel, sodass x symmetrische zu n —x beziiglich ¢ liegt fiir alle 2. Wiirden
sich zwei k-Sehnen schneiden, so waren ihre Spiegelbilder an ¢ zwei schneidende k-Sehnen, im
Widerspruch zu 0 < 2n — k < n.

Nun sei 7" vom Typ II. In diesem Fall gibt es zwei mogliche Lagen von n in S, auf beiden Seiten
von 0. Wie zuvor kénnen wir erkennen, dass beide zu schonen Beschriftungen von [0, n] fiihren.
Bezeichnen wir also die Anzahl schoner Beschriftungen von [0, n] mit M,, und die Anzahl schéner
Beschriftungen von [0, 7 — 1] vom Typ II, so erhalten wir

M, = (Mn—l - Ln—l) +2L, 1 =M,y + Lyp_1.

Es bleibt also noch zu zeigen, dass L,_; gleich der Anzahl von Paaren (z,y) positiver ganzer
Zahlen mit x + y = n und ggT(x,y) = 1 ist. Wegen n > 3 ist diese Zahl gleich

on)={z|1 <z <n, ggl(x,n) =1}

Um dies zu zeigen betrachten wir eine schone Beschriftung von [0,n — 1] vom Typ II. Wir
beschriften die Punkte im Uhrzeigersinn der Reihe nach mit 0,...,n — 1 (mod n) so, dass die
Zahl 0 an der Stelle 0 steht. Sei f(i) die Zahl an der Stelle i. (Wir bemerken, dass f eine
Permutation von [0,n — 1] ist.) Sei a die Position mit f(a) =n — 1.

Da alle n-Sehnen mit 0 geordnet sind und alle Punkte Endpunkt einer n-Sehne sind, sind diese
Sehnen alle parallel und es gilt f(i)+ f(—i) = n fiir alle . Da auch alle (n —1)-Sehnen geordnet
sind, und jeder Punkt Endpunkt einer (n —1)-Sehne ist, sind auch diese Sehnen alle zueinander



parallel und es gilt f(i)+ f(a—1i) = n—1 fiir alle . Somit gilt auch f(a—i) = f(—i)—1 fiir alle
i, und da f(0) = 0 gilt, erhalten wir f(—ak) = k fiir alle & (modulo n). Da f eine Permutation
ist, muss (a,n) = 1 gelten. Somit folgt L,,—1 < ¢(n).

Um nun Gleichheit nachzuweisen, bleibt es festzustellen, dass diese Beschriftung schon ist. Um
dies einzusehen, betrachten wir vier Zahlen w, x,y, z auf den Kreis mit w4+ y = x + z. Fiir ihre
Postionen am Kreis gilt (—aw) + (—ay) = (—ax) + (—az), was bedeutet, dass die Sehnen von
w zu y und von x zu z parallel sind. Die Beschriftung ist also schon, und nach der Definition
ist sie vom Typ II. Daraus folgt die Giiltigkeit der Behauptung. 0J



