
IMO 2012Aufgabe 1: Zum Dreie
k ABC sei J der Mittelpunkt des Ankreises, der dem E
kpunkt Agegenüber liegt. Dieser Ankreis berührt BC in M und AB und AC in K bzw. L. Die Geraden
LM und BJ s
hneiden si
h in F und die Geraden KM und CJ s
hneiden si
h in G. Es seien
T der S
hnittpunkt der Geraden AF und BC sowie S der S
hnittpunkt der Geraden AG und
BC.Man beweise, dass M der Mittelpunkt von ST ist.(Der Ankreis von ABC, der dem E
kpunkt A gegenüber liegt, ist der Kreis, der die Stre
ke
BC berührt sowie den Strahl AB jenseits von B und den Strahl AC jenseits von C.)Lösung: Es seien α, β und γ wie übli
h im Dreie
k ABC de�niert. AJ ist die Winkelsymmetralein A, und es gilt somit ∠JAK = ∠JAL = α

2
. Wegen ∠AKJ = ∠ALJ = 90◦ liegen die Punkte

K und L auf dem Kreis ω mit Dur
hmesser AJ .
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Da BK und BM Tangenten an den Ankreis sind, ist das Dreie
k KBM glei
hs
henkelig. BJist die Winkelsymmetrale von ∠KBM , und es gilt somit ∠MBJ = 90◦ − β

2
und ∠BMK = β

2
.Analog gilt au
h ∠MCJ = 90◦ − γ

2
und ∠CML = γ

2
. Zusätzli
h gilt aber ∠BMF = ∠CML,und wir erhalten somit

∠LFJ = ∠MBJ − ∠BMF =

(

90◦ −
β

2

)

−
γ

2
=

α

2
= ∠LAJ.

F liegt daher auf ω. Analog liegt au
h G auf ω, und da AJ ein Dur
hmesser von ω ist, gilt
∠AFJ = ∠AGJ = 90◦.Die Geraden AB und BC sind symmetris
h bezügli
h BF , und wegen AF ⊥ BF und KM ⊥
BF liegen die Stre
ken TM und AK symmetris
h bezügli
h BF , womit |TM | = |AK| gilt.Analog gilt au
h |SM | = |AL|, und da AK und AL glei
h lange Tagenten des Ankreises sind,folgt |SM | = |TM |, wie behauptet. qedAufgabe 2: Es sei n ≥ 3 eine ganze Zahl und es seien a2, . . . , an positive reelle Zahlen, so dass
a2a3 · · · an = 1 gilt.Man beweise:

(1 + a2)
2(1 + a3)

3 · · · (1 + an)
n > nn.



Lösung: De�nieren wir a2 = x2

x1
, a3 = x3

x2
, . . ., an = x1

xn−1
, so gilt si
her die Nebenbedingung,und die Unglei
hung s
hreibt si
h als

(x1 + x2)
2(x2 + x3)

3 . . . (xn−1 + x1)
n > nnx2

1x
3
2 . . . x

n
n−1,mit positiven Werten von x1, x2, . . . , xn−1 > 0. Die AM-GM Unglei
hung liefert aber sofort

(x1 + x2)
2 ≥ 22x1x2sowie
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3 =
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(
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x1.Multiplikation all dieser Ungle
hungen liefert die Behauptung, wobei aber no
h der Glei
h-heitsfall mögli
h ist. Glei
hheit würde aber voraussetzen, dass x1 = x2, x2 = 2x3, . . ., xn−1 =
(n−1)x1 gilt, was aber zur Folge hätte, dass x1 = (x−1)! ·x1 gelten müÿte. Dies ist aber wegen
x1 > 0 und n ≥ 3 unmögli
h, womit der Beweis abges
hlossen ist. qedAufgabe 3: Das Ratespiel des Lügners ist ein Spiel, das von zwei Spielern A und B gespieltwird. Die Spielregeln hängen von zwei positiven ganzen Zahlen k und n ab, die beiden Spielernbekannt sind.Zu Beginn des Spiels wählt A ganze Zahlen x und N mit 1 ≤ x ≤ N . A hält x geheimund teilt N dem Spieler B wahrheitsgemäÿ mit. Nun versu
ht Spieler B Informationen über xherauszu�nden, indem er Fragen von folgendem Typ an A ri
htet. Jede Frage besteht darin, einebeliebige Menge S positiver ganzer Zahlen (mögli
herweise dieselbe Menge einer früheren Frage)zu nennen und A zu fragen, ob x in S enthalten ist. Der Spieler B darf beliebig viele derartigeFragen stellen. Der Spieler A muss jede Frage von B sofort mit ja oder nein beantworten, wobeier so oft lügen darf wie er mö
hte. Die einzige Eins
hränkung besteht darin, dass es unter je
k + 1 aufeinander folgenden Antworten mindestens eine wahrheitsgemäÿe geben muss.Na
hdem B so viele Fragen gestellt hat, wie er wollte, muss er eine Menge X nennen, die aushö
hstens n positiven ganzen Zahlen besteht. Wenn x inX liegt, gewinnt B. Andernfalls verliertB.Man beweise:1. Wenn n ≥ 2k, so kann B einen Sieg erzwingen.2. Für alle genügend groÿe k gibt es ein n ≥ 1,99k, so dass B den Sieg ni
ht erzwingen kann.Lösung: a) Wir nehmen an, B kenne zunä
hst eine Menge T mit m Elementen, die si
her xenthält. Dies ist zu Beginn der Fall für m = N und T = {1, 2, . . . , N}. Für m > 2k zeigenwir, wie B eine Zahl y ∈ T mit x 6= y bestimmen kann. Dur
h wiederholte Dur
hführungdieses S
hritts kann B somit die Mä
htigkeit von T s
hrittwiese auf einen Wert kleiner als nreduzieren, und somit das Spiel gewinnen.Nehmen wir o.B.d.A. an, es sei T = {0, 1, . . . , 2k, . . . , m − 1}. (Ist dies ni
ht der Fall, kannman die tatsä
hli
hen Zahlen mit dieser Liste benennen.) B fragt zunä
hst nur na
h der ein-elementigen Menge mit dem Element 2k. Antwortet A k + 1-mal mit nein, so ist x 6= 2k si
her



wahr. Anwortet A dazwis
hen einmal mit ja, hört B sofort mit dieser Menge auf. Er fragt dannans
hlieÿend für jedes i = 1, 2, . . . , k na
h der Menge mit allen Zahlen als Elementen, die in derMenge {0, 1, . . . , 2k − 1} liegen und an der i-ten Stelle der Binärdarstellung die Zi�er 0 haben.Egal wie A nun antwortet, sind die Antworten si
her alle mit irgendeiner Zahl y aus der Mengeinkonsistent (d.h. wenn die zahl in S enthalten ist, ist die Antwort nein und wenn sie ni
htin S enthalten ist, ist die Antwort ja). Die Antwort ja für 2k ist aber au
h mit dieser Zahl yinkonsistent, und es gilt somit si
her y 6= x. Ansonsten wären alle k + 1 Antworten unwahr,was ni
ht mögli
h ist. B hat jedenfalls eine zahl gefunden, die von x vers
hieden ist, und dieMenge kann verkleinert werden.b) Wir zeigen für 1 < λ < 2 und n =
⌊

(2− λ)λk+1
⌋

−1, dass B keinen Gewinn erzwingen kann.Um den Beweis zu vervollständigen, genügt es dann λ mit 1,99 < λ < 2 und k genügend groÿzu wählen, dass
n =

⌊

(2− λ)λk+1
⌋

− 1 ≥ 1,99kgilt.Nun betra
hten wir die folgende Strategie von A. Zunä
hst wählt A N = n + 1 und x ∈
{1, 2, . . . , n+1} beliebig. Na
h jeder gegebenen Antwort bestimmt A für jedes i = 1, 2, . . . , n+1die Anzahl mi von Antworten, die er bis zu diesem Zeitpunkt s
hon gegeben hat, die mit iinkonsistent sind. Um die nä
hste Antwort zu ents
heiden, verwendet er die Zahl

φ =
n+1
∑

i=1

λmi .Wel
he Frage B au
h stellen mag, verwendet A die Antwort, die den Wert von φ minimiert.Wir behaupten nun, dass der Wert von φ na
h dieser Strategie immer kleiner als λk+1 bleibenwird. Es kann daher kein Exponent mi in φ jemals gröÿer als k sein, und A wird dahwer niemalsmehr als k Antworten geben, die mit einem bestimmten i inkonsistent sind. Speziell tri�t diesauf die Zahl x zu, und A wird somit niemals mehr als k Mal hintereinander lügen. Wenn diesalso hält, entspri
ht die Strategie von A den Regeln. Da die Strategie ni
ht von x abhängig ist,kann B keine S
hlüsse über x ziehen, und kann somit au
h niemals gewinnen.Es bleibt also zu zeigen, dass zu jedem Zeitpunkt φ < λk+1 gilt. Zu Beginn ist jedes mi glei
h 0,und diese Eigens
haft gilt somit zu Beginn si
her wegen 1 < λ < 2 und n =
⌊

(2− λ)λk+1
⌋

− 1.Nehmen wir nun an, es gälte φ < λk+1 zu irgendeinem Zeitpunkt, und B hat soeben gefragt,ob x ∈ S für irgendeine Menge S gilt. Je na
hdem ob A mit ja oder nein antwortet wird derneue Wert von φ nun
φ1 =

∑

i∈S

1 +
∑

i 6∈S

λmi+1 oder φ2 =
∑

i∈S

λmi+1 +
∑

i 6∈S

1.Da A die Mögli
hkeit wählt, die φ minimiert, wird der neue Wert von φ nun glei
h min(φ1, φ2)sein. Nun gilt
min(φ1, φ2) ≤

1

2
(φ1 + φ2) =

1

2

(

∑

i∈S

(

1 + λmi+1
)

+
∑

i 6∈S

(

λmi+1 + 1
)

)

=
1

2
(λφ+ n+ n).Wegen φ < λk+1, führen die Annahmen λ < 2 und n =

⌊

(2− λ)λk+1
⌋

− 1 zu
min(φ1, φ2) <

1

2
(λk+2 + (2− λ)λk+1) = λk+1.Daraus folgt die Behauptung, womit der Beweis abges
hlossen ist. qed



Aufgabe 4: Man bestimme alle Funktionen f : Z → Z, so dass für alle ganzen Zahlen a, b, cmit a+ b+ c = 0 die folgende Glei
hung gilt:
f(a)2 + f(b)2 + f(c)2 = 2f(a)f(b) + 2f(b)f(c) + 2f(c)f(a).(Hier bezei
hne Z die Menge der ganzen Zahlen.)Lösung: Setzen wir zunä
hst a = b = c = 0, erhalten wir 3f(0)2 = 6f(0)2, und somit

f(0) = 0.Mit b = −a und c = 0 erhalten wir (f(a)− f(−a))2 = 0, und f ist somit eine gerade Funktion,d.h. es gilt für alle ganzen Werte von a

f(a) = f(−a).Mit b = a und c = −2a erhalten wir 2f(a)2+ f(2a)2 = 2f(a)2 +4f(a)f(2a), und es folgt somitfür alle ganzen Werte von a

f(2a) = 0 oder f(2a) = 4f(a).Nehmen wir nun an, es gäbe ein r ≥ 1, mit f(r) = 0. In diesem Fall können wir b = r und
c = −a−r setzen, und erhalten wegen f(−a−r) = f(a+r) die Beziehung (f(a+r)−f(a))2 = 0.In diesem Fall ist also f periodis
h mit der Periode k, d.h. es gilt für alle ganzen Werte von a

f(a+ r) = f(a).Gilt insbesondere f(1) = 0, so ist f konstant, und es gilt f(a) = 0 für alle ganzen Wette von a.Dies ist o�ensi
htli
h eine Lösung der gegebenen Funktionalglei
hung. Im weiteren setzen wiralso f(1) = k 6= 0 voraus.Wegen f(1) = k folgt nun entweder f(2) = 0 oder f(2) = 4k. Im Fall f(2) = 0 ist die Funktionperiodis
h mit der Periode 2, und es gilt f(a) = 0 für gerade a und f(a) = k für ungerade a.Wir werden später bestätigen, dass derartige Funktionen die Bedingung erfüllen und setztenim Weiteren f(2) = 4k 6= 0 voraus.Nun gilt aber au
h entweder f(4) = 0 oder f(4) = 16k. Im ersten Fall ist f periodis
h mit derPeriode 4 und es gilt f(3) = f(−1) = f(1) = k, und somit f(4n) = 0, f(4n+1) = f(4n+3) = kund f(4n + 2) = 4k. Wir werden später bestätigen, dass derartige Funktionen die Bedingungerfüllen und setzten im Weiteren f(4) = 16k 6= 0 voraus.In diesem Fall zeigen wir zuerst, dass f(3) = 9k gilt.Dies folgt aus den Annahmen:
a = 1, b = 2, c = −3 ⇐⇒ f(3)2 − 10kf(3) + 9k2 = 0 ⇐⇒ (f(3)− k)(f(3)− 9k) = 0, und

a = 1, b = 3, c = −4 ⇐⇒ f(3)2 − 34kf(3) + 225k2 = 0 ⇐⇒ (f(3)− 9k)(f(3)− 25k) = 0.Nun zeigen wir induktiv, dass in diesem Fall f(x) = kx2 für alle ganzzahligen x gilt. Wirhaben s
hon festegestellt, dass dies für x = 1, 2, 3, 4 gilt. Nun nehmen wir an, es sei n ≥ 4 und
f(x) = kx2 gelte für alle x ∈ [0, n]. Setzen von a = n, b = 1 und c = −n − 1 bzw. a = n − 1,
b = 2 und c = −n− 1 ergibt nun

f(n+ 1) ∈ {k(n+ 1)2, k(n− 1)2} bzw. f(n+ 1) ∈ {k(n+ 1)2, k(n− 3)2}.Da k(n − 1)2 6= k(n − 3)2 für n 6= 2 si
her gilt, folgt jedenfalls f(n + 1) = k(n + 1)2, was dieInduktion für positive n abs
hlieÿt. Wegen f(a) = −f(−a) gilt dies au
h für negative Werte,und wir erhalten als letzte Mögli
hkeit für eine Lösung f(x) = kx2.



Wir haben also erkannt, dass es vier Kandidaten für Lösungen gibt: f1(x) = 0, f2(x) = kx2,
f3(x) = 0 for gerade x und = k für ungerade x und f4(x) = 0 für x ≡ 0 (mod 4), = k für x ≡ 1(mod 2) und = 4k für x ≡ 2 (mod 4). Es bleibt also nur mehr zu zeigen, dass diese Funktionentatsä
hli
h alle die Funktionalglei
hung erfüllen.Dies ist für f1(x) = 0 o�ensi
htli
h. Für f2(x) = kx2 erhalten wir dur
h Einsetzen und kürzendur
h k2 wegen (−a−b)2 = (a+b)2 die Glei
hung a4+b4+(a+b)4 = 2a2b2+2a2(a+b)2+2b2(a+
b)2. Dur
h ausmultiplizieren sieht man sofort, dass dies für alle a und b gilt. Für f3 bemerkenwir wegen a + b + c = 0, dass entweder alle drei Zahlen a, b und c gerade sind, in wel
hemFall alle Funktionswerte 0 sind, oder genau zwei dieser Zahlen ungerade sind, in wel
hem Fallbeide Seiten der Glei
hung 2k2 sind. Jedenfalls löst f3 si
her die Funktionalglei
hung. S
hlieÿ-li
h erkennen wir für f4, dass analoge Paritätsüberlegungen nur die Tripel (0, k, k), (4k, k, k),
(0, 0, 0) und (0, 4k, 4k) erlauben, die aber alle wahre Aussagen ergeben, womit au
h f4 dieFunktionalglei
hung löst, was den Beweis abs
hlieÿt. qedAufgabe 5: Es seien ABC ein Dreie
k mit <)BCA = 90◦ und Co der Höhenfuÿpunkt der Höhedur
h C. Sei X ein innerer Punkt der Stre
ke CCo. Es bezei
hne K den Punkt auf der Stre
ke
AX für den |BK| = |BC| gilt. Entspre
hend bezei
hne L den Punkt auf der Stre
ke BX fürden |AL| = |AC| gilt. S
hlieÿli
h bezei
hne M den S
hnittpunkt von AL und BK.Man beweise: |MK| = |ML|.Lösung: Es sei C ′ der zu C symmetris
he Punkt bezügli
h AB. Ferner seien ω1 und ω2 dieKreise mit Mittelpunkt in A bzw. B dur
h L bzw. K. Da AC ′ = AC = AL und BC ′ = BC =
BK gelten, gehen ω1 und ω2 beide dur
h C ′. Da ∠BCA = 90o gilt, berühren AC den Kreis ω2in C und BC den Kreis ω1 ebenfalls in C. Nun seien K1 6= K der zweite S
hnittpunkt von AXmit ω2 und L1 6= L der zweite S
hnittpunkt von BX mit ω1.
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Betra
hten wir die Potenz von X bezügli
h der Kreise ω2 und ω1, erhalten wir
XK ·XK1 = XC ·XC ′ = XL ·XL1,



und die Punkte K1, L, K und L1 liegen daher auf einem gemeinsamen Kreis ω3.Aus der Potenz von A bezügli
h ω2 folgt nun
AL2 = AC2 = AK · AK1,womit wir erkennen, dass AL den Kreis ω3 in L berührt. Analog berührt au
h BK den Kreis ω3in K. Wir sehen, dass sowohl MK als au
h ML Tangenten an ω3 sind, woraus wie behauptet

MK = ML folgt. qedAufgabe 6: Man bestimme alle positiven ganzen Zahlen n für die es ni
ht-negative ganzeZahlen a1, a2, . . . , an gibt, so dass gilt:
1

2a1
+

1

2a2
+ · · ·+

1

2an
=

1

3a1
+

2

3a2
+ · · ·+

n

3an
= 1.Lösung: Derartige Zahlen a1, a2, . . . , an exisitieren genau dann, wenn n ≡ 1 (mod 4) oder

n ≡ 2 (mod 4) gilt.Nehmen wir nunä
hst an, es gebe ni
ht-negative ganze Zahlen a1, a2, . . . , an mit∑n

k=1
k

3ak
= 1.Dann gilt 1 · x1 +2 · x2 + . . .+n ·xn = 3a, wobei alle x1, . . . , xn Dreierpotenzen sind, und a ≥ 0gilt. Die re
hte Seite dieser Glei
hung ist o�ensi
htli
h ungerade, und die linke hat dieselbeParität wie 1 + 2 + . . .+ n, womit wir wissen, dass die Summe der ganzen Zahlen von 1 bis nungerade sein muss. Der Ausdru
k n(n+1)

2
ist aber genau dann ungerade, wenn n ≡ 1, 2 (mod4) gilt. Es bleibt also no
h zu zeigen, dass es für alle derartige n au
h immer a1, . . . , an gibt,die die Glei
hungen lösen.Um dies zu zeigen, bezei
hnen wir eine Folge b1, b2, . . . , bn als passend, wenn es ni
ht-negativeganze Zahlen a1, a2, . . . , an gibt, sodass

1

2a1
+

1

2a2
+ · · ·+

1

2an
=

b1

3a1
+

b2

3a2
+ · · ·+

bn

3an
= 1gilt. Es sei nun bk ein Glied einer passenden Folge b1, b2, . . . , bn mit Exponenten a1, a2, . . . , an,und seien u, v ni
ht-negative ganze Zahlen mit der Summe 3bk. Wir beoba
hten, dass

1

2ak+1
+

1

2ak+1
=

1

2ak
und

u

3ak+1
+

v

3ak+1
=

bk

3akgilt. Es folgt also, dass die Folge b1, . . . , bk−1, u, v, bk+1, . . . , bn ebenfalls passend ist. Die Expo-nenten ai bleiben für die unveränderten bi ebenfalls unverändert, und die neuen Zähler u und
v haben jeweils den Exponent ak + 1.Nun zeigen wir, dass dieser S
hluss au
h in umgekehrter Ri
htung gilt. Werden zwei Zähler uund v in der Folge dur
h einen Ausdru
k der Gestalt u+v

3
ersetzt, und ist die reultierende Folgeebenfalls passend, so war au
h die Ausgangsfolge passend. Zu diesem Zwe
k sei αn die Folge

1, 2, . . . , n. Um zu zeigen, dass αn für n ≡ 1, 2 (mod n) passend ist, transformieren wir sie dur
h
n − 1 Änderungen {u, v} → u+v

3
, sodass die ein-elementige Folge α1 verbleibt. Diese Folge istpassend mit a1 = 0. Wir bemerken, dass 2m ignoriert werden kann falls m und 2m beide inder Folge enthalten sind, da in diesem Fall die Änderung {m, 2m} → m dur
hgeführt werdenkann.Es sei n ≥ 16. Wir zeigen, dass in diesem Fall αn dur
h 12 Operationen zu αn−12 reduziertwerden kann. Wir s
hreiben n = 12k + r mit k ≥ 1 und 0 ≤ r ≤ 11. Wenn 0 ≤ r ≤ 5 gilt,können wir die letzten 12 Paare von αn aufteilen in die beiden Einzelwerte {12k−6} und {12k},sowie die fünf Paare

{12k − 6− i, 12k − 6 + i}, i = 1, . . . , 5− r; {12k − j, 12k + j}, j = 1, . . . , r.



(Wenn r ∈ {0, 5} gibt es nur eine Art von Paaren.) Nun können wir 12k−6 und 12k ignorieren,da αn au
h 6k−3 und 6k enthält. Die fünf Operationen {12k−6− i, 12k−6+ i} → 8k−4 und
{12k − j, 12k + j} → 8k entfernen die 10 Zähler in den Paaren und ersetzen sie dur
h 5 neue,die entweder glei
h 8k− 4 oder 8k sind. Diese können aber alle ignoriert werden, da 4k− 2 und
4k ebenfalls in der Folge enthalten sind. Es ist 4k ≤ n− 12 glei
hwertig mit 8k ≥ 12 − r, unddies gilt für r ∈ {4, 5}. Gilt r ∈ {0, 1, 2, 3}, so folgt aus n ≥ 16 unmittelbar k ≥ 2, und somitgilt au
h 8k ≥ 12− r. Es läÿt si
h also αn reduzieren auf αn−12.Der Fall 6 ≤ r ≤ 11 verläuft analog. Wir betra
hten die beiden Einzelwerte {12k} und {12k+6},sowie die fünf Paare

{12k − i, 12k + i}, i = 1, . . . , 11− r; {12k + 6− j, 12k + 6 + j}, j = 1, . . . , r − 6.Wie zuvor können die Einzelwerte ignoriert werden, und die Paare können mit den Operationen
{12k − i, 12k + i} → 8k und {12k + 6 − j, 12k + 6 + j} → 8k + 4 dur
h 5 neue Werte, dieentweder glei
h 8k − 4 oder 8k sind ersetzt werden. Diese können aber wiederum alle ignoriertwerden, da 4k + 2 ≤ n − 12 (wegen k ≥ 1 und r ≥ 6) gilt. Wieder läÿt si
h also αn auf αn−12reduzieren.Die Aufgabe läÿt si
h also auf 2 ≤ n ≤ 15 reduzieren. Es gilt aber tatsä
hli
h

n ∈ {2, 5, 6, 9, 10, 13, 14},was genau in diesem Berei
h die n mit n ≡ 1, 2 (mod 4) sind. Die Fälle n = 2, 6, 10, 14 lassensi
h auf n = 1, 5, 9, 13 reduzieren, da der letzte gerade Zähler in αn ignoriert werden kann. Für
n = 5 ergibt {4, 5} → 3, und dann {3, 3} → 2, worauf man die zwei auftretenden Werte 2ignorieren kann. Für n = 9 ignorieren wir zunä
hst 6, und wenden dann folgende S
hritte an:
{5, 7} → 4, {4, 8} → 4, {3, 9} → 4. Dann ignorieren wir die drei auftretenden Werte 4, unddann 2. S
hlieÿli
h für n = 13 errei
hen wir eine Reduktion auf n = 10 mittels {11, 13} → 8,worauf wir 8 und 12 ignorieren, was den Beweis abs
hlieÿt. qed(1) 6

34
→ 6+15+16+17

36(2) 5+11
35

→ 5+11+15+17
36

und 8
35

→ 8+16
36


