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Aufgabe 1: Zum Dreieck ABC sei J der Mittelpunkt des Ankreises, der dem Eckpunkt A
gegeniiber liegt. Dieser Ankreis beriihrt BC' in M und AB und AC in K bzw. L. Die Geraden
LM und BJ schneiden sich in F' und die Geraden KM und C'J schneiden sich in G. Es seien
T der Schnittpunkt der Geraden AF und BC' sowie S der Schnittpunkt der Geraden AG und
BC.

Man beweise, dass M der Mittelpunkt von ST ist.

(Der Ankreis von ABC, der dem Eckpunkt A gegeniiber liegt, ist der Kreis, der die Strecke
BC beriihrt sowie den Strahl AB jenseits von B und den Strahl AC' jenseits von C.)

Losung: Es seien a, 8 und v wie iiblich im Dreieck ABC' definiert. AJ ist die Winkelsymmetrale
in A, und es gilt somit ZJAK = ZJAL = 5. Wegen ZAKJ = ZALJ = 90° liegen die Punkte
K und L auf dem Kreis w mit Durchmesser AJ.
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Da BK und BM Tangenten an den Ankreis sind, ist das Dreieck K BM gleichschenkelig. B.J
ist die Winkelsymmetrale von ZK BM, und es gilt somit ZMBJ = 90° — £ und ZBMK = 5.
Analog gilt auch ZMCJ = 90° — 3 und ZCML = 3. Zusétzlich gilt aber ZBMF = ZCML,
und wir erhalten somit

«

b =—=/LAJ.
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F liegt daher auf w. Analog liegt auch G auf w, und da AJ ein Durchmesser von w ist, gilt
LAFJ = LAGJ = 90°.

Die Geraden AB und BC sind symmetrisch beziiglich BF', und wegen AF | BF und KM 1
BF liegen die Strecken TM und AK symmetrisch beziiglich BF, womit |[TM| = |AK]| gilt.
Analog gilt auch |SM| = |AL|, und da AK und AL gleich lange Tagenten des Ankreises sind,
folgt |SM| = |T'M|, wie behauptet. qed

Aufgabe 2: Es sei n > 3 eine ganze Zahl und es seien ao, ..., a, positive reelle Zahlen, so dass
asas - - - a, = 1 gilt.
Man beweise:

(1+a2)*(1+az)®--- (14 a,)" > n"™



Losung: Definieren wir ay = i—f, az = i—z, ceey A =

und die Ungleichung schreibt sich als

x]
Tn—1

, so gilt sicher die Nebenbedingung,

(w1 + 29)* (20 + 23)° .. (T q +21)" >0 2325 .. 2",

mit positiven Werten von xq,zs,...,z,_1 > 0. Die AM-GM Ungleichung liefert aber sofort

(21 + 29)* > 22179

sowie
2
@rmy= @) +m) 28 (D)
@it = BE) ) 24 (2)

n—1
(@1t 21)" = ((n=1) (35) +m)" =n" <Zn—11> o

Multiplikation all dieser Unglechungen liefert die Behauptung, wobei aber noch der Gleich-

heitsfall moglich ist. Gleichheit wiirde aber voraussetzen, dass x; = xo, o = 223, ..., Tp_1 =
(n— 1)z gilt, was aber zur Folge hétte, dass x; = (z —1)!-z; gelten miikte. Dies ist aber wegen
x1 > 0 und n > 3 unmoglich, womit der Beweis abgeschlossen ist. qed

Aufgabe 3: Das Ratespiel des Liigners ist ein Spiel, das von zwei Spielern A und B gespielt
wird. Die Spielregeln hingen von zwei positiven ganzen Zahlen k£ und n ab, die beiden Spielern
bekannt sind.

Zu Beginn des Spiels wahlt A ganze Zahlen x und N mit 1 < z < N. A hélt x geheim
und teilt N dem Spieler B wahrheitsgeméf mit. Nun versucht Spieler B Informationen iiber x
herauszufinden, indem er Fragen von folgendem Typ an A richtet. Jede Frage besteht darin, eine
beliebige Menge S positiver ganzer Zahlen (moglicherweise dieselbe Menge einer fritheren Frage)
zu nennen und A zu fragen, ob z in S enthalten ist. Der Spieler B darf beliebig viele derartige
Fragen stellen. Der Spieler A muss jede Frage von B sofort mit ja oder nein beantworten, wobei
er so oft liigen darf wie er mochte. Die einzige Einschrinkung besteht darin, dass es unter je
k + 1 aufeinander folgenden Antworten mindestens eine wahrheitsgeméfe geben muss.
Nachdem B so viele Fragen gestellt hat, wie er wollte, muss er eine Menge X nennen, die aus
hochstens n positiven ganzen Zahlen besteht. Wenn x in X liegt, gewinnt B. Andernfalls verliert
B.

Man beweise:

1. Wenn n > 2%, so kann B einen Sieg erzwingen.

2. Fiir alle geniigend grofie k gibt es ein n > 1,99%, so dass B den Sieg nicht erzwingen kann.

Losung: a) Wir nehmen an, B kenne zunéchst eine Menge T mit m Elementen, die sicher z
enthilt. Dies ist zu Beginn der Fall fiir m = N und T = {1,2,..., N}. Fiir m > 2F zeigen
wir, wie B eine Zahl y € T mit z # y bestimmen kann. Durch wiederholte Durchfiihrung
dieses Schritts kann B somit die Méchtigkeit von T schrittwiese auf einen Wert kleiner als n
reduzieren, und somit das Spiel gewinnen.

Nehmen wir 0.B.d.A. an, es sei T = {0,1,...,2% ... .m — 1}. (Ist dies nicht der Fall, kann
man die tatsdchlichen Zahlen mit dieser Liste benennen.) B fragt zunéchst nur nach der ein-
elementigen Menge mit dem Element 2¥. Antwortet A k + 1-mal mit nein, so ist x # 2¥ sicher



wahr. Anwortet A dazwischen einmal mit ja, hort B sofort mit dieser Menge auf. Er fragt dann
anschliefsend fiir jedes ¢ = 1,2, ..., k nach der Menge mit allen Zahlen als Elementen, die in der
Menge {0, 1,...,2¥ — 1} liegen und an der i-ten Stelle der Binirdarstellung die Ziffer 0 haben.
Egal wie A nun antwortet, sind die Antworten sicher alle mit irgendeiner Zahl y aus der Menge
inkonsistent (d.h. wenn die zahl in S enthalten ist, ist die Antwort nein und wenn sie nicht
in S enthalten ist, ist die Antwort ja). Die Antwort ja fiir 2% ist aber auch mit dieser Zahl y
inkonsistent, und es gilt somit sicher y # x. Ansonsten wéren alle k + 1 Antworten unwahr,
was nicht moglich ist. B hat jedenfalls eine zahl gefunden, die von = verschieden ist, und die
Menge kann verkleinert werden.

b) Wir zeigen fiir 1 < A <2und n = [(2 — A\)A*™| —1, dass B keinen Gewinn erzwingen kann.

Um den Beweis zu vervollstdndigen, geniigt es dann A mit 1,99 < A < 2 und k geniigend grofs
zu wahlen, dass

n=(2=X\"| —1>199"
gilt.
Nun betrachten wir die folgende Strategie von A. Zundchst wahlt A N = n+ 1 und x €
{1,2,...,n+1} beliebig. Nach jeder gegebenen Antwort bestimmt A fiir jedes i = 1,2,...,n+1

die Anzahl m; von Antworten, die er bis zu diesem Zeitpunkt schon gegeben hat, die mit ¢
inkonsistent sind. Um die ndchste Antwort zu entscheiden, verwendet er die Zahl

n+1

= Am.
i=1

Welche Frage B auch stellen mag, verwendet A die Antwort, die den Wert von ¢ minimiert.

Wir behaupten nun, dass der Wert von ¢ nach dieser Strategie immer kleiner als \**! bleiben
wird. Es kann daher kein Exponent m; in ¢ jemals gréfer als k sein, und A wird dahwer niemals
mehr als £ Antworten geben, die mit einem bestimmten ¢ inkonsistent sind. Speziell trifft dies
auf die Zahl x zu, und A wird somit niemals mehr als £ Mal hintereinander liigen. Wenn dies
also hilt, entspricht die Strategie von A den Regeln. Da die Strategie nicht von x abhingig ist,
kann B keine Schliisse {iber = ziehen, und kann somit auch niemals gewinnen.

Es bleibt also zu zeigen, dass zu jedem Zeitpunkt ¢ < A" gilt. Zu Beginn ist jedes m; gleich 0,
und diese Eigenschaft gilt somit zu Beginn sicher wegen 1 < A < 2 und n = [(2 — \)AF] — 1.
Nehmen wir nun an, es gilte ¢ < \**! zu irgendeinem Zeitpunkt, und B hat soeben gefragt,
ob x € S fiir irgendeine Menge S gilt. Je nachdem ob A mit ja oder nein antwortet wird der
neue Wert von ¢ nun

Gr=3 1+ At oder  gp= AMTI4Y L

i€S iZS i€S iZS

Da A die Moglichkeit wéhlt, die ¢ minimiert, wird der neue Wert von ¢ nun gleich min (¢, ¢»)
sein. Nun gilt

min(¢1, ¢2) < %@)1 + 2) = % (Z (LA™ 4> (et 1)) = %()\qﬁ +n+n).

€S iZS

Wegen ¢ < A¥™1, fiihren die Annahmen A < 2 und n = | (2 — )X | —1 zu

1
min (¢, ¢g) < 5()\’”2 + (2 = M)A = L

Daraus folgt die Behauptung, womit der Beweis abgeschlossen ist. qed



Aufgabe 4: Man bestimme alle Funktionen f : Z — Z, so dass fiir alle ganzen Zahlen a, b, ¢
mit a + b+ ¢ = 0 die folgende Gleichung gilt:

fla)* + £(b)" + f(0)* = 2f(a) £ (b) +2£(b) f(c) +2f (c) f(a).

(Hier bezeichne Z die Menge der ganzen Zahlen.)

Lésung: Setzen wir zuniichst a = b = ¢ = 0, erhalten wir 3f(0)? = 6/(0)?, und somit

f(0) =0.

Mit b = —a und ¢ = 0 erhalten wir (f(a) — f(—a))? =0, und f ist somit eine gerade Funktion,
d.h. es gilt fiir alle ganzen Werte von a

Mit b = a und ¢ = —2a erhalten wir 2f(a)? + f(2a)? = 2f(a)®* +4f(a) f(2a), und es folgt somit
fiir alle ganzen Werte von a

f(2a) =0 oder f(2a)=4f(a).

Nehmen wir nun an, es gidbe ein r > 1, mit f(r) = 0. In diesem Fall kénnen wir b = r und
¢ = —a—r setzen, und erhalten wegen f(—a—r) = f(a+r) die Bezichung (f(a+7r)—f(a))? = 0.
In diesem Fall ist also f periodisch mit der Periode k, d.h. es gilt fiir alle ganzen Werte von a

fla+r)=f(a).

Gilt insbesondere f(1) =0, so ist f konstant, und es gilt f(a) = 0 fiir alle ganzen Wette von a.
Dies ist offensichtlich eine Losung der gegebenen Funktionalgleichung. Im weiteren setzen wir
also f(1) = k # 0 voraus.

Wegen f(1) = k folgt nun entweder f(2) = 0 oder f(2) = 4k. Im Fall f(2) = 0 ist die Funktion
periodisch mit der Periode 2, und es gilt f(a) = 0 fiir gerade a und f(a) = k fiir ungerade a.

Wir werden spéiter bestéitigen, dass derartige Funktionen die Bedingung erfiillen und setzten
im Weiteren f(2) = 4k # 0 voraus.

Nun gilt aber auch entweder f(4) = 0 oder f(4) = 16k. Im ersten Fall ist f periodisch mit der
Periode 4 und es gilt f(3) = f(—1) = f(1) = k, und somit f(4n) =0, f(4n+1) = f(4n+3) =k
und f(4n + 2) = 4k. Wir werden spéter bestétigen, dass derartige Funktionen die Bedingung
erfilllen und setzten im Weiteren f(4) = 16k # 0 voraus.

In diesem Fall zeigen wir zuerst, dass f(3) = 9k gilt.Dies folgt aus den Annahmen:
a=1,b=2c=-3 < f(3)>—10kf(3) +9k* =0 < (f(3) —k)(f(3) —9%k) =0, und

a=1,b=3,c=—4 <= f(3)* —34kf(3) +225k> =0 <= (f(3) — 9k)(f(3) — 25k) = 0.

Nun zeigen wir induktiv, dass in diesem Fall f(z) = ka? fiir alle ganzzahligen z gilt. Wir
haben schon festegestellt, dass dies fiir x = 1,2, 3,4 gilt. Nun nehmen wir an, es sei n > 4 und
f(x) = kx? gelte fiir alle z € [0,n]. Setzen von a =n,b=1und ¢ = —n—1bzw. a =n — 1,
b=2und ¢ = —n — 1 ergibt nun

fn+1) e{k(n+ 1% k(n—12} bzw. f(n+1)€ {k(n+1)>2 k(n—3)?}.

Da k(n — 1)? # k(n — 3)? fiir n # 2 sicher gilt, folgt jedenfalls f(n + 1) = k(n + 1)2, was die
Induktion fiir positive n abschliefst. Wegen f(a) = —f(—a) gilt dies auch fiir negative Werte,
und wir erhalten als letzte Moglichkeit fiir eine Losung f(z) = kz?.



Wir haben also erkannt, dass es vier Kandidaten fiir Losungen gibt: fi(z) = 0, fo(z) = ka?,
f3(z) = 0 for gerade x und = k fiir ungerade = und fy(z) =0 fir z =0 (mod 4), =k fir z = 1
(mod 2) und = 4k fiir x = 2 (mod 4). Es bleibt also nur mehr zu zeigen, dass diese Funktionen
tatsichlich alle die Funktionalgleichung erfiillen.

Dies ist fiir fi(x) = 0 offensichtlich. Fiir fy(x) = kz? erhalten wir durch Einsetzen und kiirzen
durch k? wegen (—a—b0)? = (a+b)? die Gleichung a*+b*+ (a+b)* = 2a%0* +2a*(a+b)* +2b*(a+
b)?. Durch ausmultiplizieren sicht man sofort, dass dies fiir alle @ und b gilt. Fiir f3 bemerken
wir wegen a + b+ ¢ = 0, dass entweder alle drei Zahlen a,b und ¢ gerade sind, in welchem
Fall alle Funktionswerte 0 sind, oder genau zwei dieser Zahlen ungerade sind, in welchem Fall
beide Seiten der Gleichung 2k? sind. Jedenfalls 16st f3 sicher die Funktionalgleichung. Schlief-
lich erkennen wir fiir fy, dass analoge Paritétsiiberlegungen nur die Tripel (0, k, k), (4k, k, k),
(0,0,0) und (0,4k,4k) erlauben, die aber alle wahre Aussagen ergeben, womit auch f; die
Funktionalgleichung 16st, was den Beweis abschliefst. qed

Aufgabe 5: Es seien ABC' ein Dreieck mit ¢ BC A = 90° und C, der Hohenfufpunkt der Hohe
durch C. Sei X ein innerer Punkt der Strecke C'C',. Es bezeichne K den Punkt auf der Strecke
AX fiir den |BK| = |BC/| gilt. Entsprechend bezeichne L den Punkt auf der Strecke BX fiir
den |AL| = |AC)| gilt. SchlieRlich bezeichne M den Schnittpunkt von AL und BK.

Man beweise: |M K| = |ML)|.

L6sung: Es sei ¢’ der zu C' symmetrische Punkt beziiglich AB. Ferner seien w; und wy die
Kreise mit Mittelpunkt in A bzw. B durch L bzw. K. Da AC' = AC = AL und BC' = BC =
BK gelten, gehen w; und wy beide durch C’. Da ZBCA = 90° gilt, beriihren AC' den Kreis ws
in C' und BC' den Kreis w; ebenfalls in C'. Nun seien K; # K der zweite Schnittpunkt von AX
mit wo und Ly # L der zweite Schnittpunkt von BX mit w;.
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Betrachten wir die Potenz von X beziiglich der Kreise wy, und wy, erhalten wir

XK - XK, =XC-XC'=XL-XLy,



und die Punkte Ky, L, K und L; liegen daher auf einem gemeinsamen Kreis ws.

Aus der Potenz von A beziiglich wy folgt nun
AL? = AC? = AK - AK;,

womit wir erkennen, dass AL den Kreis w3 in L beriihrt. Analog beriihrt auch BK den Kreis wg
in K. Wir sehen, dass sowohl M K als auch ML Tangenten an w3 sind, woraus wie behauptet
MK = ML folgt. qed

Aufgabe 6: Man bestimme alle positiven ganzen Zahlen n fiir die es nicht-negative ganze
Zahlen ay, as, ..., a, gibt, so dass gilt:
1 1 1 1 2 n

Qa1 + Qa2 + + Qan 32 + 3a2 + + 3an

Losung: Derartige Zahlen aq,as, ..., a, exisitieren genau dann, wenn n = 1 (mod 4) oder
n =2 (mod 4) gilt.

Nehmen wir nunéichst an, es gebe nicht-negative ganze Zahlen ay, as, ..., a, mit Y ,_, 3% =1.
Dann gilt 1-21+2-29+...+n-x, = 3% wobei alle z1, ..., x, Dreierpotenzen sind, und a > 0
gilt. Die rechte Seite dieser Gleichung ist offensichtlich ungerade, und die linke hat dieselbe
Paritat wie 1 + 2 + ... + n, womit wir wissen, dass die Summe der ganzen Zahlen von 1 bis n
ungerade sein muss. Der Ausdruck % ist aber genau dann ungerade, wenn n = 1,2 (mod
4) gilt. Es bleibt also noch zu zeigen, dass es fiir alle derartige n auch immer a4, ...,a, gibt,
die die Gleichungen l6sen.

Um dies zu zeigen, bezeichnen wir eine Folge by, bo, ..., b, als passend, wenn es nicht-negative
ganze Zahlen aq, as, ..., a, gibt, sodass

1 1 I b b bn

ﬁ‘f‘ﬁ‘i‘""f‘ﬁ—@‘i—@‘i‘"'ﬁ-%—l
gilt. Es sei nun b, ein Glied einer passenden Folge b, bs, ..., b, mit Exponenten ay, as, ..., a,,
und seien wu, v nicht-negative ganze Zahlen mit der Summe 3b;. Wir beobachten, dass

1 1 d U v by
ol T el 9w M 3T T 3a T 3w

gilt. Es folgt also, dass die Folge by, ..., bx_1,u,v,bi11,...,b, ebenfalls passend ist. Die Expo-
nenten a; bleiben fiir die unveranderten b; ebenfalls unverdndert, und die neuen Zihler u und
v haben jeweils den Exponent a; + 1.

Nun zeigen wir, dass dieser Schluss auch in umgekehrter Richtung gilt. Werden zwei Zihler u
und v in der Folge durch einen Ausdruck der Gestalt ¥ ersetzt, und ist die reultierende Folge
ebenfalls passend, so war auch die Ausgangsfolge passend. Zu diesem Zweck sei «,, die Folge
1,2,...,n. Um zu zeigen, dass «, fiir n = 1,2 (mod n) passend ist, transformieren wir sie durch
n — 1 Anderungen {u,v} — "T”L”, sodass die ein-elementige Folge oy verbleibt. Diese Folge ist
passend mit a; = 0. Wir bemerken, dass 2m ignoriert werden kann falls m und 2m beide in
der Folge enthalten sind, da in diesem Fall die Anderung {m,2m} — m durchgefiihrt werden

kann.

Es sei n > 16. Wir zeigen, dass in diesem Fall o, durch 12 Operationen zu «,_15 reduziert
werden kann. Wir schreiben n = 12k +r mit £ > 1 und 0 < r < 11. Wenn 0 < r < 5 gilt,
konnen wir die letzten 12 Paare von «, aufteilen in die beiden Einzelwerte {12k —6} und {12k},
sowie die fiinf Paare

{12k —6 — i, 12k — 64}, i=1,...,5—r;  {12k—j 12k+j}, j=1,...,n



(Wenn r € {0,5} gibt es nur eine Art von Paaren.) Nun kénnen wir 12k —6 und 12k ignorieren,
da o, auch 6k —3 und 6k enthilt. Die fiinf Operationen {12k —6 —¢,12k —6+14} — 8k —4 und
{12k — j,12k + j} — 8k entfernen die 10 Zihler in den Paaren und ersetzen sie durch 5 neue,
die entweder gleich 8k — 4 oder 8k sind. Diese kdnnen aber alle ignoriert werden, da 4k — 2 und
4k ebenfalls in der Folge enthalten sind. Es ist 4k < n — 12 gleichwertig mit 8 > 12 — r, und
dies gilt fiir r € {4,5}. Gilt r € {0, 1,2, 3}, so folgt aus n > 16 unmittelbar k£ > 2, und somit
gilt auch 8k > 12 — r. Es laft sich also «,, reduzieren auf a,,_1s.

Der Fall 6 < r < 11 verlduft analog. Wir betrachten die beiden Einzelwerte {12k} und {12k+6},
sowie die fiinf Paare

{12k — 3,12k +4}, i=1,...,11—r;  {12k+6—4512k+6+4}, j=1,...,r —6.

Wie zuvor konnen die Einzelwerte ignoriert werden, und die Paare konnen mit den Operationen
{12k — 4,12k + i} — 8k und {12k + 6 — 4,12k + 6 + j} — 8k + 4 durch 5 neue Werte, die
entweder gleich 8k — 4 oder 8k sind ersetzt werden. Diese konnen aber wiederum alle ignoriert
werden, da 4k +2 < n — 12 (wegen k£ > 1 und r > 6) gilt. Wieder lift sich also a,, auf a,, 12
reduzieren.

Die Aufgabe laft sich also auf 2 < n < 15 reduzieren. Es gilt aber tatséchlich
n € {2,5,6,9,10,13, 14},

was genau in diesem Bereich die n mit n = 1,2 (mod 4) sind. Die Fille n = 2,6, 10, 14 lassen
sich auf n = 1,5,9, 13 reduzieren, da der letzte gerade Zéhler in «,, ignoriert werden kann. Fiir
n = 5 ergibt {4,5} — 3, und dann {3,3} — 2, worauf man die zwei auftretenden Werte 2
ignorieren kann. Fiir n = 9 ignorieren wir zunéchst 6, und wenden dann folgende Schritte an:
{5,7} — 4, {4,8} — 4, {3,9} — 4. Dann ignorieren wir die drei auftretenden Werte 4, und
dann 2. Schlieklich fiir n = 13 erreichen wir eine Reduktion auf n = 10 mittels {11,13} — 8,
worauf wir 8 und 12 ignorieren, was den Beweis abschlieft. qed
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