
IMO 2011Aufgabe 1: Für jede Menge A = {a1, a2, a3, a4} von vier paarweise vers
hiedenen positivenganzen Zahlen, deren Summe a1 + a2 + a3 + a4 mit sA bezei
hnet werde, sei nA die Anzahlder Paare (i, j) mit 1 ≤ i < j ≤ 4, für die ai + aj die Zahl sA teilt. Bestimme unter all diesenMengen A diejenigen, für die nA maximal ist.Lösung: Wir bemerken zunä
hst, dass si
her nA ≤ 4 gelten muss. Nehmen wir o.B.d.A. an,dass a1 < a2 < a3 < a4 gilt, folgt si
her sowohl a1+a2 < a3+a4 als au
h a1+a3 < a2+a4. Teilenaber entweder a2 + a4 oder a3 + a4 die Summe sA, so muss (a2 + a4)|sa − (a2 + a4) = (a1 + a3)bzw. (a3 + a4)|sa − (a3 + a4) = (a1 + a2) gelten, was in jedem Fall einen Widerspru
h ergibt.Wir nehmen also im Folgenden an, dass nA = 4 gilt, und wollen untersu
hen, für wel
he ai diesmögli
h ist.Da jedenfalls a2 + a4 6 |sA und a3 + a4 6 |sA gelten, müssen
a1 + a2|sA, a1 + a3|sA, a1 + a4|sA, und a2 + a3|sAgelten. Aus a1 + a2|sA folgt a1 + a2|sA − (a1 + a2) = a3 + a4, und aus den analogen Ansätzenerhalten wir somit

a1 + a2|a3 + a4, a1 + a3|a2 + a4, a1 + a4|a2 + a3, und a2 + a3|a1 + a4.Es gelten somit si
her die Beziehungen
a1 + a4 = a2 + a3, m(a1 + a2) = a3 + a4 und n(a1 + a3) = a2 + a4mit m > n ≥ 2. Addition der ersten und dritten Glei
hungen ergibt n(a1 + a3) = 2a2 + a3− a1.Wenn n ≥ 3 gilt, so folgt n(a1 + a3) > 3a3 > 2a2 + a3 > 2a2 + a3 − a1, was einen Widerspru
hergibt. Es gilt also si
her n = 2.Aus der Summe der ersten und dritten Glei
hungen folgt nun 6a1 + 2a3 = 4a2, und aus derzweiten und dritten (m+1)a1+(m−1)a2 = 2a3. Addiert man diese beiden Glei
hungen, erhältman (m+ 7)a1 = (5−m)a2, woraus mann sofort erkennt, dass 5−m ≥ 1 gelten muss. Wegen

m > n = 2, kann nur m = 3 oder m = 4 gelten. Setzt man also für (m,n) die Werte (3, 2) bzw.
(4, 2), kann man die Glei
hungssysteme lösen, und es ergeben si
h die Lösungen {d, 5d, 7d, 11d}und {d, 11d, 19d, 29d}. qedAufgabe 2: Sei S eine endli
he Menge von mindestens zwei Punkten in der Ebene. Dabeiwird angenommen, dass keine drei Punkte von S kollinear sind. Als Windmühle bezei
hnen wireinen Prozess der folgenden Art. Wir starten mit einer Geraden ℓ, die genau einen Punkt P ∈ Senthält. Die Gerade ℓ wird im Uhrzeigersinn um den Drehpunkt P so lange gedreht, bis sie zumersten Mal auf einen weiteren Punkt aus S, der mit Q bezei
hnet sei, tri�t. Die Gerade wirdweiter im Uhrzeigersinn mit Q als neuem Drehpunkt gedreht, bis sie wieder auf einen Punktaus S tri�t. Dieser Prozess wird unbegrenzt fortgesetzt.Man beweise, dass für geeignete Wahl eines Punktes P ∈ S und einer Ausgangsgeraden ℓ, die
P enthält, die resultierende Windmühle jeden Punkt aus S unendli
h oft als Drehpunkt hat.Lösung: Wir stellen uns zunä
hst die Gerade ℓ als orientiert und o.B.d.A. im Uhrzeigersinnrotierend vor. Eine von ℓ begrentze Halbebene bezei
hnen wir als die orange Seite von ℓ, unddie andere als die blaue Seite. Na
hdem der Drehpunkt gerade von einem Punkt T zu einenanderen Punkt U gewe
hselt ist, bemerken wir, dass T auf derselben seite von ℓ ist, wie eszuvor U war. Die Anzahl der Elemente von S auf der orangen Seite, sowie die Anzahl auf der



blauen Seite bleiben daher während des geasmten Prozesses, bis auf die Momente in denen ℓzwei Punkte verbindet, glei
h.
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Nun betra
hten wir zunä
hst den Fall, dass |S| = 2n + 1 ungerade ist. In diesem Fall gibt esdur
h jeden Punkt T von S eine Gerade mit der Eigens
haft, dass si
h je n Punkte von S aufden beiden Seiten von der Geraden be�nden. Um dies zu sehen, nehmen wir eine orientierteGerade dur
h T , und nehmen an, es befänden si
h auf ihrer orangen Seite genau n+ r Punktevon S. Gilt r = 0, so ist die Behauptung s
hon gezeigt. Es gelte also r 6= 0. Drehen wirdie Gerade um 180o um T , so ändert si
h die Anzahl der Punkte auf der orangen Seite derGeraden immer um genau 1 wenn die Gerade dur
h einen anderen Punkt von S geht. Na
h derDrehung um 180o ist die Anzahl der Punkte auf der orangen Seiten o�ensi
htli
h glei
h n− r,und alle Werte zwis
hen n + r und n − r wurden irgendwann angenommen. Es existiert alsoeine Zwis
henlage, bei der si
h genau n Punlkte auf der orangen Seite (und somit au
h auf derblauen Seite) befunden haben, wie es behauptet wurde.Nun wählen wir einen beliebigen Punkt P aus S und eine Gerade ℓ dur
h P , die je genau nPunkte von S auf den beiden Seiten hat. Wir zeigen nun, dass jeder Punkt von S im Verlaufeeiner Drehung der Windmühle um 180o irgendwann die Rolle des Drehpunktes annimmt. Umdies zu sehen, wählen wir einen beliebigen Punkt T aus S und eine Gerade ℓT dur
h T , die
S genau halbiert. Der Punkt T ist der einzige Punkt von S, dur
h den eine Gerade in dieserRi
htung S halbieren kann, da jede Parallelvers
hiebung das Glei
hgewi
ht zerstören würde.Zu dem Zeitpunkt, wo die Windmühle parallel zu ℓT liegt, muss also T der Drehpunkt sein.Nun nehmen wir an, dass |S| = 2n gerade ist. Ähnli
h wie im ungeraden Fall existiert zu jedemPunkt T aus S eine orientierte Gerade ℓT dur
h T mit n − 1 Punkten aus S auf der orangenSeite und n Punkte auf der blauen Seite. Wir wählen eine sol
he Gerade dur
h einen beliebigenPunkt P aus S als Ausgangsgerade für die Windmühle.Wir zeigen nun, dass jeder Punkt von S im Verlaufe einer Drehung der Windmühle um 360oirgendwann die Rolle des Drehpunktes annimmt. Um dies zu sehen, wählen wir einen beliebigenPunkt T aus S und eine Gerade ℓT dur
h T , die S so teilt, dass n− 1 Punkte auf der orangenSeite und n Punkte auf der blauen Seite liegen. Der Punkt T ist wieder der einzige Punkt von
S, dur
h den eine Gerade in dieser Ri
htung mit dieser Eigens
haft gehen kann, da wieder jedeParallelvers
hiebung das Glei
hgewi
ht zerstören würde. Zu dem Zeitpunkt, wo die Windmühleparallel zu ℓT liegt, muss also T der Drehpunkt sein. Die restli
he Überlegung des ungeradenFalls gilt nun au
h in diesem Fall, und wir sehen wiederum, dass jeder Punkt von S im Verlaufeder Drehung irgendwann die Rolle des Drehpunkts einnimmt.In beiden Fällen werden also alle Punkte von S im Verlaufe einer Drehung um 180o bzw. 360obeu
ht, und dies gilt somit für jeden Punkt aus S wie behauptet unendli
h oft. qed



Aufgabe 3: Sei f : R → R eine Funktion, die die Bedingung
f(x+ y) ≤ yf(x) + f(f(x))für alle reellen Zahlen x und y erfüllt.Man beweise, dass f(x) = 0 für alle x ≤ 0 gilt.Lösung: Setzen wir in der Bedingung y = t− x ein, so erhalten wir die Bedingung

f(t) ≤ tf(x)− xf(x) + f(f(x)).Seien nun a, b reelle Zahlen. In der zuletzt erhaltenen Beziehung setzen wir t = f(a), x = bbzw. t = f(b), x = a und erhalten die beiden Beziehungen
f(f(a))− f(f(b)) ≤ f(a)f(b)− bf(b), und

f(f(b))− f(f(b)) ≤ f(a)f(b)− af(a).Addieren dieser beiden Unglei
hungen ergibt
2f(a)f(b) ≥ af(a) + bf(b),und setzen wir nun b = 2f(a), so folgt daraus 2f(a)f(b) ≥ af(a) + 2f(a)f(b), was glei
hwertigist mit af(a) ≤ 0. Wir sehen also, dass f(a) ≥ 0 für alle a < 0 gilt.Nehmen wir nun an, es gelte f(x) > 0 für irgenein reelles x. Aus der Beziehung f(t) ≤ tf(x)−

xf(x) + f(f(x)) folgt für jedes t mit t < xf(x)−f(f(x))
f(x)

in diesem Fall f(t) < 0, im Widerspru
hzu f(a) ≥ 0 für alle a < 0. Es gilt also f(x) ≤ 0 für alle reellen x, und da au
h f(a) ≥ 0 füralle a < 0 gilt, folgt f(x) = 0 für alle x < 0.Es bleibt also nur no
h, den Wert von f(0) zu bestimmen. Setzen wir in der Beziehung f(t) ≤
tf(x) − xf(x) + f(f(x)) nun t = x < 0, so folgt f(x) ≤ f(f(x)), und da f(x) = 0 gilt, folgthieraus 0 ≤ f(0). Zusammnen mit der bereits bekannten Beziehung f(x) ≤ 0 für alle reellen xergibt dies f(0) = 0, und der Beweis ist fertig. qedAufgabe 4: Sei n > 0 eine ganze Zahl. Gegeben seien eine Balkenwaage und n Gewi
htsstü
kemit den Gewi
hten 20, 21, . . . , 2n−1. Wir sollen jedes der n Gewi
htsstü
ke, eines na
h demanderen, so auf die Waage legen, dass die re
hte S
hale zu keinem Zeitpunkt s
hwerer als dielinke ist. In jedem Zug wählen wir ein Gewi
htsstü
k aus, das zu diesem Zeitpunkt no
h ni
htauf die Waage gelegt wurde und legen es entweder auf die linke oder die re
hte S
hale bis alleGewi
htsstü
ke verwendet worden sind.Man bestimme die Anzahl derartiger Folgen mit n Zügen.Lösung: Wir bezei
hnen die Anzshl der Mögli
hkeiten, die ersten n Gewi
htsstü
ke zu platzie-ren als f(n). O�ensi
htli
h gilt f(1) = 1, und wir können somit n ≥ 2 voraussetzen. In diesemFall behaupten wir nun, dass f(n) = (2n − 1)f(n − 1) gilt. Dies können wir folgendermaÿenbegründen.Na
h dem ersten Zug ist die linke S
hale si
her um mindestens 1 s
hwerer als die re
hte.Abgesehen vom Gewi
htsstü
k mit dem Gewi
ht 20 = 1 ergibt also jede Mögli
hkeit alle nGewi
htsstü
ke zu platzieren eine Mögli
hkeit, die Gewi
hte 21, 22, . . . , 2n−1 zu platzieren. Di-vidiert man von jedem Gewi
htsstü
k das Gewi
ht dur
h 2, ändert dies die Antwort ni
ht. DieAnzahl der Mögli
hkeiten, diese Gewi
htsstü
ke zu platzieren ist also genau f(n− 1).Nun betra
hten wir das Gewi
htsstü
k mit dem Gewi
ht 1. Wenn dieses im ersten Zug platziertwird, kann es nur auf die linke Waags
hale gelegt werden. In jedem anderen Zug kann es aber



in irgendeines der beiden Waags
halen platziert werden, weil die Di�erenz der Summe derGewi
hte auf der linken und der Summe der Gewi
hte auf der re
hten Waags
hale mindestens2 beträgt. Es gibt also genau 2n− 1 Mögli
hkeiten, das Platzieren des Gewi
htsstü
ks mit demGewi
ht 1 in jede gegebene Folge der übrigen Gewi
hte einzus
hieben. Wir sehen also, dasstatsä
hli
h, wie behauotet, f(n) = (2n− 1)f(n− 1) gilt.Mit einer sehr einfa
hen Induktion ergibt si
h also wegen f(1) = 1, dass
f(n) = 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1) = (2n− 1)!!gilt, und wir sind fertig. qedAufgabe 5: Sei f eine Funktion, die die Menge der ganzen Zahlen in die Menge der positivenganzen Zahlen abbildet. Für je zwei ganze Zahlen m und n sei die Di�erenz f(m)− f(n) dur
h

f(m− n) teilbar.Man beweise für alle ganzen Zahlen m, n mit f(m) ≤ f(n), dass f(n) dur
h f(m) teilbar ist.Lösung: Es seien x und y ganze Zahlen mit f(x) < f(y). Wegen
f(x− y) | |f(x)− f(y)| = f(y)− f(x) > 0,folgt f(x− y) ≤ f(y)− f(x) < f(y). Somit gilt für die Zahl d = f(x)− f(x− y) die Beziehung
−f(y) < −f(x− y) < d < f(x) < f(y).Setzt man in der Voraussetzung m := x und n := x − y, so teilt f(m − n) = f(y) si
herdie Zahl f(m) − f(n) = f(x) − f(x − y) = d, und es folgt somit d = 0, was glei
hwertig istmit f(x) = f(x − y). Setzen wir nun in der Voraussetzung m := x und n := y, folgt, dass

f(x) = f(x− y) | f(x)− f(y) gilt, womit au
h f(x) | f(y) wie behauptet folgt. qedAufgabe 6: Es seien ABC ein spitzwinkliges Dreie
k mit dem Umkreis Γ und ℓ eine Tangentean Γ. Ferner seien ℓa, ℓb und ℓc die Geraden, die dur
h Spiegelungen von ℓ an den Geraden BC,
CA bzw. AB entstehen.Man beweise, dass der Umkreis des Dreie
ks, das von den Geraden ℓa, ℓb und ℓc gebildet wird,den Kreis Γ berührt.Lösung: Im folgenden sind alle Winkelangaben orientiert modulo 180o gegen den Uhrzeigersinnzu verstehen.Es sei T der Berührpunkt von ℓ und Γ. Ferner seien A′ := ℓb∩ ℓc, B′ := ℓc∩ ℓa und C ′ := ℓa∩ ℓb.Auÿerdem de�nieren wir den Punkt A′′ auf Γ mit TA = AA′′ (und A′′ 6= T , auÿer TA ist einDur
hmesser von Γ). Analog werden au
h Punkte B′′ und C ′′ de�niert.Da die Punkte C und B die Mittelpunkte der Bögen TC ′′ bzw. TB′′ sind, gilt

∠(ℓ, B′′C ′′) = ∠(ℓ, TC ′′) + ∠(TC ′′, B′′C ′′) = 2∠(ℓ, TC) + 2∠(TC ′′, BC ′′)

= 2(∠(ℓ, TC) + ∠(TC,BC)) = 2∠(ℓ, BC) = ∠(ℓ, ℓa),und es folgt, dass ℓa parallel zu B′′C ′′ liegt. Analaog gilt au
h ℓb‖A
′′C ′′ und ℓc‖A

′′B′′. Es gibtalso entweder eine zentris
he Stre
kung oder eine Translation, die das Dreie
k A′B′C ′ in dasDreie
k A′′B′′C ′′ überführt. Wir werden nun zeigen, dass die Dreie
ke zentris
h ähnli
h sind, miteinem Ähnli
hkeitszentrum K auf Γ. Daraus folgt dann, dass ihre Umkreise ebenfalls zentris
hähnli
h sind, und einander in K berühren.
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Um dieses Ziel zu errei
hen, wollen wir zuerst zwei Lemmata beweisen:Lemma 1: Der S
hnittpunkt X von B′′C und BC ′′ liegt auif ℓa.Beweis von Lemma 1: O�ensi
htli
h sind die Geraden CT und CB′′ symmetris
he bezügli
hBC,und ebenso die Geraden BT und BC ′′ somit sind au
h die S
hnittpunkteX und T symmetris
hebezügli
h BC, und daher liegt X auf ℓa.Lemma 2: Der S
hnittpunkt I von BB′ und CC ′ liegt auf Γ.Beweis von Lemma 2: Wir nehmen an, dass ℓ zu keiner Seite von AC parallel liegt; dieseFälle können an Grenzfälle betra
htet werden. Es seien also D := ℓ ∩ BC, E := ℓ ∩ CA und
F := ℓ ∩ AB.Aufgrund der Symmetrie ist D eine Winkelsymmetrale vom Winkel zwis
hen B′D und FD,und analog ist FB ein Winkelsymmetrale vom Winkel zwis
hen B′F und DF . Es is B somitentweder der Inkriesmittelpunkt von B′DF oder von diesem dreie
k ein Ankreismittelpunkt.Jedenfalls gilt aber ∠(BD,DF ) + ∠(DF, FB) + ∠(B′B,B′D) = 90o, und somit gilt

∠(B′B,B′C ′) = ∠(B′B,B′D) = 90o − ∠(BC,DF )− ∠(DF,BA) = 90o − ∠(BC,AB).Analog erhalten wir au
h ∠(C ′′C,B′C ′) = 90o − ∠(BC,AC), und somit gilt
∠(BI, CI) = ∠(B′B,B′C ′) + ∠(B′C ′, C ′C) = ∠BC,AC)− ∠(BC,AB) = ∠(AB), AC),was aber bedeutet, dass ABIC ein Sehnenviere
k ist.Nun können wir den Beweis abs
hlieÿen.Sei K der zweite S
hnittpunkt von B′B′′ und Γ. Vom Sazu vom Pas
al können wir im Se
hse
k

KB′′CIBC ′′ s
hlieÿen, dass die Punkte B′ = KB′′ ∩ IB, X = B′′C ∩BC ′′ und S = CI ∩C ′′Kkollinear sind. Es sind also die Punkte S = CI ∩ B′X = C ′, C ′, C ′′ und K kollinear, und Kist somit der S
hnittpunkt von B′B′′ und C ′C ′, womit gezeigt ist, dass K dasw Zentrum einerzentris
hen Stre
kung ist, die A′B′C ′ auf A′′B′′C ′′ abbildet (und dieser Punkt liegt natürli
hau
h auf Γ, wie gefordert). Die Umkreise berühren si
h also, wie behauptet, in diesem Punkt
K. qed


