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Aufgabe 1: Fiir jede Menge A = {ay, as, as,as} von vier paarweise verschiedenen positiven
ganzen Zahlen, deren Summe a; + as + a3 + a4 mit s, bezeichnet werde, sei ny die Anzahl
der Paare (7,7) mit 1 <i < j <4, fiir die a; + a; die Zahl s4 teilt. Bestimme unter all diesen
Mengen A diejenigen, fiir die n, maximal ist.

Losung: Wir bemerken zunichst, dass sicher ny < 4 gelten muss. Nehmen wir 0.B.d.A. an,
dass a; < as < az < ay gilt, folgt sicher sowohl a; +as < ag+ay als auch a1 +ag < as+ay4. Teilen
aber entweder as + a4 oder ag + a4 die Summe sy4, so muss (ag + aq)|s, — (as + ay) = (a1 + a3)
bzw. (asz + a4)|se — (a3 + ag) = (a1 + ag) gelten, was in jedem Fall einen Widerspruch ergibt.

Wir nehmen also im Folgenden an, dass n4 = 4 gilt, und wollen untersuchen, fiir welche a; dies
moglich ist.

Da jedenfalls as + a4 fs4 und ag + a4 fsa gelten, miissen
a; + az|sa, a;+aslsa, ay+aqlsa, und as + aglsa

gelten. Aus a; + ag|sa folgt ay + as|sa — (a1 + az) = az + a4, und aus den analogen Ansétzen
erhalten wir somit

a; + aslas + ayg, ay +aglas+ay, a;+ aglaz +az, und as + asgla; + ay.
Es gelten somit sicher die Beziehungen
a;+ay =as+az, mlag+ay) =a3+ay und n(a; +az) =as+ay

mit m > n > 2. Addition der ersten und dritten Gleichungen ergibt n(a; + a3) = 2as + ag — a;.
Wenn n > 3 gilt, so folgt n(a; + as) > 3as > 2as + a3 > 2as + ag — a;, was einen Widerspruch
ergibt. Es gilt also sicher n = 2.

Aus der Summe der ersten und dritten Gleichungen folgt nun 6a; + 2a3 = 4as, und aus der
zweiten und dritten (m+1)a; + (m—1)as = 2a3. Addiert man diese beiden Gleichungen, erhélt
man (m + 7)a; = (5 — m)ag, woraus mann sofort erkennt, dass 5 —m > 1 gelten muss. Wegen
m > n = 2, kann nur m = 3 oder m = 4 gelten. Setzt man also fiir (m,n) die Werte (3, 2) bzw.
(4,2), kann man die Gleichungssysteme losen, und es ergeben sich die Losungen {d, 5d, 7d, 11d}
und {d, 11d, 19d, 29d}. qed

Aufgabe 2: Sei S eine endliche Menge von mindestens zwei Punkten in der Ebene. Dabei
wird angenommen, dass keine drei Punkte von S kollinear sind. Als Windmdiihle bezeichnen wir
einen Prozess der folgenden Art. Wir starten mit einer Geraden ¢, die genau einen Punkt P € S
enthélt. Die Gerade ¢ wird im Uhrzeigersinn um den Drehpunkt P so lange gedreht, bis sie zum
ersten Mal auf einen weiteren Punkt aus S, der mit () bezeichnet sei, trifft. Die Gerade wird
weiter im Uhrzeigersinn mit () als neuem Drehpunkt gedreht, bis sie wieder auf einen Punkt
aus S trifft. Dieser Prozess wird unbegrenzt fortgesetzt.

Man beweise, dass fiir geeignete Wahl eines Punktes P € S und einer Ausgangsgeraden /¢, die
P enthélt, die resultierende Windmiihle jeden Punkt aus & unendlich oft als Drehpunkt hat.

Losung: Wir stellen uns zunéchst die Gerade ¢ als orientiert und 0.B.d.A. im Uhrzeigersinn
rotierend vor. Eine von ¢ begrentze Halbebene bezeichnen wir als die orange Seite von ¢, und
die andere als die blaue Seite. Nachdem der Drehpunkt gerade von einem Punkt 7" zu einen
anderen Punkt U gewechselt ist, bemerken wir, dass 7" auf derselben seite von ¢ ist, wie es
zuvor U war. Die Anzahl der Elemente von & auf der orangen Seite, sowie die Anzahl auf der



blauen Seite bleiben daher wihrend des geasmten Prozesses, bis auf die Momente in denen /¢
zwei Punkte verbindet, gleich.

Nun betrachten wir zunéchst den Fall, dass |S| = 2n + 1 ungerade ist. In diesem Fall gibt es
durch jeden Punkt 7" von § eine Gerade mit der Eigenschaft, dass sich je n Punkte von § auf
den beiden Seiten von der Geraden befinden. Um dies zu sehen, nehmen wir eine orientierte
Gerade durch 7', und nehmen an, es befianden sich auf ihrer orangen Seite genau n + r Punkte
von S. Gilt » = 0, so ist die Behauptung schon gezeigt. Es gelte also r # 0. Drehen wir
die Gerade um 180° um 7', so dndert sich die Anzahl der Punkte auf der orangen Seite der
Geraden immer um genau 1 wenn die Gerade durch einen anderen Punkt von S geht. Nach der
Drehung um 180° ist die Anzahl der Punkte auf der orangen Seiten offensichtlich gleich n — 7,
und alle Werte zwischen n + r und n — r wurden irgendwann angenommen. Es existiert also
eine Zwischenlage, bei der sich genau n Punlkte auf der orangen Seite (und somit auch auf der
blauen Seite) befunden haben, wie es behauptet wurde.

Nun wéahlen wir einen beliebigen Punkt P aus S und eine Gerade ¢ durch P, die je genau n
Punkte von § auf den beiden Seiten hat. Wir zeigen nun, dass jeder Punkt von S im Verlaufe
einer Drehung der Windmiihle um 180° irgendwann die Rolle des Drehpunktes annimmt. Um
dies zu sehen, wihlen wir einen beliebigen Punkt 7" aus & und eine Gerade ¢ durch T, die
S genau halbiert. Der Punkt T ist der einzige Punkt von &, durch den eine Gerade in dieser
Richtung S halbieren kann, da jede Parallelverschiebung das Gleichgewicht zerstoren wiirde.
Zu dem Zeitpunkt, wo die Windmiihle parallel zu /7 liegt, muss also 7" der Drehpunkt sein.

Nun nehmen wir an, dass |S| = 2n gerade ist. Ahnlich wie im ungeraden Fall existiert zu jedem
Punkt 7" aus S eine orientierte Gerade {7 durch 7" mit n — 1 Punkten aus § auf der orangen
Seite und n Punkte auf der blauen Seite. Wir wéhlen eine solche Gerade durch einen beliebigen
Punkt P aus S als Ausgangsgerade fiir die Windmdihle.

Wir zeigen nun, dass jeder Punkt von & im Verlaufe einer Drehung der Windmiihle um 360°
irgendwann die Rolle des Drehpunktes annimmt. Um dies zu sehen, wihlen wir einen beliebigen
Punkt T" aus S und eine Gerade ¢ durch 7', die § so teilt, dass n — 1 Punkte auf der orangen
Seite und n Punkte auf der blauen Seite liegen. Der Punkt 7" ist wieder der einzige Punkt von
S, durch den eine Gerade in dieser Richtung mit dieser Eigenschaft gehen kann, da wieder jede
Parallelverschiebung das Gleichgewicht zerstéren wiirde. Zu dem Zeitpunkt, wo die Windmiihle
parallel zu £p liegt, muss also 7' der Drehpunkt sein. Die restliche Uberlegung des ungeraden
Falls gilt nun auch in diesem Fall, und wir sehen wiederum, dass jeder Punkt von S im Verlaufe
der Drehung irgendwann die Rolle des Drehpunkts einnimmt.

In beiden Fillen werden also alle Punkte von & im Verlaufe einer Drehung um 180° bzw. 360°
beucht, und dies gilt somit fiir jeden Punkt aus S wie behauptet unendlich oft. qed



Aufgabe 3: Sei f : R — R eine Funktion, die die Bedingung
fle+y) <yflz)+ f(f(2))

fiir alle reellen Zahlen x und y erfiillt.
Man beweise, dass f(x) = 0 fiir alle x < 0 gilt.

Losung: Setzen wir in der Bedingung y = ¢ — x ein, so erhalten wir die Bedingung

f@) <tf(x) —af(z) + f(f(2)).

Seien nun a,b reelle Zahlen. In der zuletzt erhaltenen Beziehung setzen wir ¢t = f(a), x = b
bzw. t = f(b), * = a und erhalten die beiden Beziehungen

f(f(a) = f(f(0)) < [f(a)f(b)—bf(b), und
FO®) = f(f()) < fla)f(b) —af(a).

Addieren dieser beiden Ungleichungen ergibt

2f(a)f(b) = af(a)+ bf(b),

und setzen wir nun b = 2f(a), so folgt daraus 2f(a)f(b) > af(a) +2f(a)f(b), was gleichwertig
ist mit af(a) < 0. Wir sehen also, dass f(a) > 0 fiir alle a < 0 gilt.

Nehmen wir nun an, es gelte f(z) > 0 fiir irgenein reelles z. Aus der Beziehung f(t) < tf(z) —
xf(z) + f(f(x)) folgt fiir jedes t mit ¢ < W in diesem Fall f(¢) < 0, im Widerspruch
zu f(a) > 0 fiir alle @ < 0. Es gilt also f(z) < 0 fiir alle reellen x, und da auch f(a) > 0 fiir
alle a < 0 gilt, folgt f(z) = 0 fiir alle z < 0.

Es bleibt also nur noch, den Wert von f(0) zu bestimmen. Setzen wir in der Beziehung f(t) <
tf(z) —xzf(x) + f(f(x)) nun t = z < 0, so folgt f(z) < f(f(z)), und da f(z) = 0 gilt, folgt
hieraus 0 < f(0). Zusammnen mit der bereits bekannten Beziehung f(z) < 0 fiir alle reellen =
ergibt dies f(0) = 0, und der Beweis ist fertig. qed

Aufgabe 4: Sei n > 0 eine ganze Zahl. Gegeben seien eine Balkenwaage und n Gewichtsstiicke
mit den Gewichten 2°, 2% ... 27~!, Wir sollen jedes der n Gewichtsstiicke, eines nach dem
anderen, so auf die Waage legen, dass die rechte Schale zu keinem Zeitpunkt schwerer als die
linke ist. In jedem Zug wéhlen wir ein Gewichtsstiick aus, das zu diesem Zeitpunkt noch nicht
auf die Waage gelegt wurde und legen es entweder auf die linke oder die rechte Schale bis alle
Gewichtsstiicke verwendet worden sind.

Man bestimme die Anzahl derartiger Folgen mit n Ziigen.

Losung: Wir bezeichnen die Anzshl der Moglichkeiten, die ersten n Gewichtsstiicke zu platzie-
ren als f(n). Offensichtlich gilt f(1) = 1, und wir kdnnen somit n > 2 voraussetzen. In diesem
Fall behaupten wir nun, dass f(n) = (2n — 1)f(n — 1) gilt. Dies konnen wir folgendermafen
begriinden.

Nach dem ersten Zug ist die linke Schale sicher um mindestens 1 schwerer als die rechte.
Abgesehen vom Gewichtsstiick mit dem Gewicht 2° = 1 ergibt also jede Mdoglichkeit alle n
Gewichtsstiicke zu platzieren eine Moglichkeit, die Gewichte 2%, 22, ..., 27! zu platzieren. Di-
vidiert man von jedem Gewichtsstiick das Gewicht durch 2, dndert dies die Antwort nicht. Die
Anzahl der Moglichkeiten, diese Gewichtsstiicke zu platzieren ist also genau f(n — 1).

Nun betrachten wir das Gewichtsstiick mit dem Gewicht 1. Wenn dieses im ersten Zug platziert
wird, kann es nur auf die linke Waagschale gelegt werden. In jedem anderen Zug kann es aber



in irgendeines der beiden Waagschalen platziert werden, weil die Differenz der Summe der
Gewichte auf der linken und der Summe der Gewichte auf der rechten Waagschale mindestens
2 betrédgt. Es gibt also genau 2n — 1 Moglichkeiten, das Platzieren des Gewichtsstiicks mit dem
Gewicht 1 in jede gegebene Folge der iibrigen Gewichte einzuschieben. Wir sehen also, dass
tatsichlich, wie behauotet, f(n) = (2n — 1) f(n — 1) gilt.

Mit einer sehr einfachen Induktion ergibt sich also wegen f(1) = 1, dass
fn)=1-3-5-...-(2n—1) = (2n — )!!

gilt, und wir sind fertig. qed

Aufgabe 5: Sei f eine Funktion, die die Menge der ganzen Zahlen in die Menge der positiven
ganzen Zahlen abbildet. Fiir je zwei ganze Zahlen m und n sei die Differenz f(m) — f(n) durch
f(m —n) teilbar.

Man beweise fiir alle ganzen Zahlen m, n mit f(m) < f(n), dass f(n) durch f(m) teilbar ist.

Losung: Es seien z und y ganze Zahlen mit f(z) < f(y). Wegen
fla—y) [1f(@) = fW)l=fly) - f(x) >0,
folgt f(z—y) < f(y) — f(z) < f(y). Somit gilt fiir die Zahl d = f(z) — f(z —y) die Bezichung
—fy) <—flz—y) <d < f(z) < f(y)

Setzt man in der Voraussetzung m := x und n := x — y, so teilt f(m —n) = f(y) sicher
die Zahl f(m) — f(n) = f(z) — f(x —y) = d, und es folgt somit d = 0, was gleichwertig ist
mit f(x) = f(z — y). Setzen wir nun in der Voraussetzung m := z und n := y, folgt, dass
f(z)=f(x—y)| f(x) — f(y) gilt, womit auch f(z) | f(y) wie behauptet folgt. qed

Aufgabe 6: Es seien ABC ein spitzwinkliges Dreieck mit dem Umkreis I' und ¢ eine Tangente
an I'. Ferner seien /,, ¢, und /. die Geraden, die durch Spiegelungen von ¢ an den Geraden BC),
CA bzw. AB entstehen.

Man beweise, dass der Umkreis des Dreiecks, das von den Geraden /¢, ¢, und /. gebildet wird,
den Kreis I' beriihrt.

Losung: Im folgenden sind alle Winkelangaben orientiert modulo 180° gegen den Uhrzeigersinn
zu verstehen.

Es sei T' der Beriihrpunkt von ¢ und I'. Ferner seien A’ := ¢,N¥{., B' := (. N{, und C" := £,N 1.
Auferdem definieren wir den Punkt A” auf I' mit TA = AA” (und A” # T', auker T'A ist ein
Durchmesser von I'). Analog werden auch Punkte B” und C” definiert.

Da die Punkte C' und B die Mittelpunkte der Bogen T'C” bzw. T'B” sind, gilt

Z(0,B"C") = /({,TC")+ L(TC",B"C") = 2/(¢,TC) + 2/(TC", BC")
= 2(L((,TC) + L(TC, BC)) = 2/(¢, BC) = £({,1,),

und es folgt, dass ¢, parallel zu B”C" liegt. Analaog gilt auch ¢,||A”C"” und ¢.||A”"B". Es gibt
also entweder eine zentrische Streckung oder eine Translation, die das Dreieck A’B’C’ in das
Dreieck A” B"C" tiberfiihrt. Wir werden nun zeigen, dass die Dreiecke zentrisch &hnlich sind, mit
einem Ahnlichkeitszentrum K auf I'. Daraus folgt dann, dass ihre Umkreise ebenfalls zentrisch
dhnlich sind, und einander in K beriihren.



Um dieses Ziel zu erreichen, wollen wir zuerst zwei Lemmata beweisen:
Lemma 1: Der Schnittpunkt X von B”C' und BC” liegt auif /,,.

Beweis von Lemma 1: Offensichtlich sind die Geraden CT und C B” symmetrische beziiglich BC,
und ebenso die Geraden BT und BC” somit sind auch die Schnittpunkte X und 7" symmetrische
beziiglich BC', und daher liegt X auf /,.

Lemma 2: Der Schnittpunkt / von BB’ und C'C’ liegt auf I.

Beweis von Lemma 2: Wir nehmen an, dass ¢ zu keiner Seite von AC' parallel liegt; diese
Fille konnen an Grenzfille betrachtet werden. Es seien also D := ¢ N BC, E := { N CA und
F=/NnAB.

Aufgrund der Symmetrie ist D eine Winkelsymmetrale vom Winkel zwischen B’D und F'D,
und analog ist F'B ein Winkelsymmetrale vom Winkel zwischen B'F und DF. Es is B somit
entweder der Inkriesmittelpunkt von B’DF oder von diesem dreieck ein Ankreismittelpunkt.
Jedenfalls gilt aber Z(BD,DF) + Z(DF,FB) + Z(B'B, B'D) = 90°, und somit gilt

/(B'B,B'C") = Z(B'B,B'D) = 90° — £(BC, DF) — Z(DF, BA) = 90° — Z(BC, AB).
Analog erhalten wir auch Z(C"C, B'C") = 90° — Z(BC, AC'), und somit gilt
Z(BI,CI) = Z(B'B,B'C") + Z(B'C",("C) = /BC, AC) — Z(BC, AB) = Z(AB), AC),

was aber bedeutet, dass ABIC ein Sehnenviereck ist.
Nun kénnen wir den Beweis abschliefien.

Sei K der zweite Schnittpunkt von B’B” und I'. Vom Sazu vom Pascal konnen wir im Sechseck
K B"CIBC"” schliefsen, dass die Punkte B’ = KB"NIB, X = B"CNBC" und S =CINC"K
kollinear sind. Es sind also die Punkte S = CINB'X = C’, C’, C” und K kollinear, und K
ist somit der Schnittpunkt von B’B” und C'C’, womit gezeigt ist, dass K dasw Zentrum einer
zentrischen Streckung ist, die A’B’C" auf A”B”C"” abbildet (und dieser Punkt liegt natiirlich
auch auf T', wie gefordert). Die Umkreise beriihren sich also, wie behauptet, in diesem Punkt
K. qed



