
Aufgabe 1: Man bestimme alle Funktionen f : R → R, so dass die Glei
hung
f(⌊x⌋y) = f(x)⌊f(y)⌋für alle x, y ∈ R gilt. (Hierbei bezei
hnet ⌊z⌋ die gröÿte ganze Zahl, die ni
ht gröÿer als z ist.)Lösung: Für x = 0 erhalten wir aus der gegebenen Beziehung zunä
hst
f(0) = f(0) · ⌊f(y)⌋für alle y ∈ R. Es gibt also zwei Fälle zu unters
heiden.Fall 1: f(0) 6= 0.In diesem Fall gilt ⌊f(y)⌋ = 1 für alle y ∈R, und Substitution in der gegebenenGlei
hung gibt uns f(⌊x⌋y) = f(x). Setzen wir y = 0, folgt f(0) = f(x) = c 6= 0 für alle x ∈R. Wegen ⌊f(x)⌋ = 1 gilt 1 ≤ c < 2.Fall 2: f(0) = 0. Wir nehmen zunä
hst an, es existiere ein α mit 0 < α < 1 und f(α) 6= 0.Dann erhalten wir dur
h einsetzen von x = α in der gegebenen Beziehung

0 = f(0) = f(α) · ⌊f(y)⌋für alle y ∈ R, und somit ⌊f(y)⌋ = 0 für alle y ∈ R. Setzen wir x = 1 in der gegebenenBeziehung ein, so erhalten wir dann f(y) = 0 für alle y ∈ R, im Widerspru
h zu f(α) 6= 0.Es gibt also kein sol
hes α, und es gilt somit f(α) = 0 für alle 0 ≤ α < 1. Nun gibt es fürjede reelle Zahl z eine ganze Zahl n, sodass α = z
n
∈ [0, 1) gilt. (z.B. n = ⌊z⌋ + 1 für z ≥ 0und n = ⌊z⌋ − 1 für z < 0). Wählt man x = n und y = α, so erhält man aus der gegebenenBeziehung

f(z) = f(⌊n⌋α) = f(n) · ⌊f(α)⌋ = 0für alle x ∈ R.Wir sehen also, dass nur Funktionen f(x) = c mit c = 0 oder 1 ≤ c < 2 die Bedingung erfüllenkönnen. Wegen 0 = 0 ·0 bzw. c = c·1 erfüllen diese Funktionen tatsä
hli
h die Voraussetzungen.qedAufgabe 2: Das Dreie
k ABC habe den Inkreismittelpunkt I und den Umkreis Γ. Die Gerade
AI s
hneide Γ ein zweites Mal im Punkt D. Ferner seien E ein Punkt auf dem Bogen BDCund F ein Punkt auf der Seite BC mit

<)BAF = <)CAE <
1

2
<)BAC.S
hlieÿli
h sei G der Mittelpunkt der Stre
ke IF . Man beweise, dass si
h die Geraden DG und

EI auf Γ s
hneiden.Lösung: Es seien X der zweite S
hnittpunkt von EI mit Γ und L der S
hnittpunkt der Win-kelsymmetrale von ∠BAC mit der Seite BC. Ferner seien G′ und T die S
hnittpunkte von DXmit IF bzw. AF . Wenn wir zeigen können, dass G = G′ bzw. IG′ = G′F gilt, ist die Behaup-tung gezeigt. Wenden wir den Satz von Menelaus mit der Geraden DX im Dreie
k AIF an, istalso zu zeigen, dass
1 =

G′F

IG′
=

TF

AT
·
AD

ID
bzw.

TF

AT
=

ID

ADgilt.



Wir bezei
hnen den zweiten S
hnittpunkt von AF mit Γ als K. Wegen ∠BAK = ∠CAE sinddie Bögen BK und DE glei
h lang, und es gilt somit KE‖BC. Wegen
∠IAT = ∠DAK = ∠EAD = ∠EXD = ∠IXTist IAXT ein Sehnenviere
k, und wir haben somit ∠ITA = ∠IXA = ∠EXA = ∠EKA, womitau
h IT‖KE‖BC gilt. Es folgt somit TF

AT
= IL

AI
.Da CL die Winkelsymmetrale von ∠ACL ist, gilt IL

AI
= CL

AC
. Auÿerdem gilt ∠DCL = ∠DCB =

∠DAB = ∠CAD = 1
2
∠BAC womit die Dreie
ke DCL und DAC ähnli
h sind, womit au
h

DC
AD

= ID
AD

gilt.Zusammen erhalten wir also
TF

AT
=

IL

AI
=

CL

AC
=

DC

AD
=

ID

AD
,was den Beweis abs
hlieÿt. qedAufgabe 3: Es sei N die Menge der positiven ganzen Zahlen. Man bestimme alle Funktionen

g : N → N, so dass die Zahl
(

g(m) + n
)(

m+ g(n)
)für alle m,n ∈ N eine Quadratzahl ist.Lösung: Die Funktionen, die diese Bedingung erfüllen, sind genau die Funktionen der Gestalt

g(x) = x+ c, wobei c eine beliebige ni
ht-negative ganze Zahl ist.Es ist unmittelbar klar, dass jede Funktion dieser Art die Bedingung erfüllt, da in diesem Fall
(g(m) + n)(m+ g(n)) = (m+ n+ c)2si
her für allem und n eine Quadratzahl ist. Es bleibt also no
h zu zeigen, dass es keine weiterenFunktionen gibt, die diese Bedingung erfüllen. Zu diesem Zwe
k beweisen wir zunä
hst dasfolgende Lemma.Lemma: Für eine Funktion, die die gegebene Bedingung erfüllt, gelte p | g(k) − g(l) für einePrimzahl p Und positive ganze Zahlen k und l. Dann gilt au
h p | k − l.Beweis des Lemmas: Wir nehmen zunä
hst an, dass p2 | g(k) − g(l) gilt. Es gilt in diesemFall also g(l) = g(k) + p2a für irgendeine ganze Zahl a. Wir wählen eine beliebige ganze Zahl



D mit D > max{g(k), g(l)}, wel
hes ni
ht dur
h p teilb ar ist. Dann sind die beiden Zahlen
n+ g(k) = pD und n+ g(l) = pD+(g(l)−g(k)) = p(D+pa) jeweils dur
h p teilbar, aber ni
htdur
h p2. Aufgrund der Voraussetzung der Auifgabe wissen wir aber, dass die beiden Zahlen
(g(k) + n)(g(n) + k) und (g(l) + n)(g(n) + l) dur
h p teilbare Quadratzahlen sind, womit sieau
h dur
h p2 teilbar sind. Somit sind die Faktoren g(n)+k und g(n)+ l jeweils ebenfalls dur
h
p teilbar, und somit gilt au
h p|((g(n) + k)− (g(n) + l)) = k − l.Ist andererseits g(k)−g(l) dur
h p teilbar, aber ni
ht dur
h p2, wählen wir dieselbe Zahl D undsetzen n = p3D−g(k). Dann sind die Zahlen g(k)+n = p3D und g(l)+n = p3D+(g(l)−g(k))jeweils dur
h p3 (aber ni
ht dur
h p4 teilbar. Wir erhalten also auf analoge Art und Weise, dassdie Zahlen g(n)+k und g(n)+l) dur
h p teilbar sind, womit wiederum p|((g(n)+k)−(g(n)+l)) =
k − l gilt. Die Gültigkeit des Lemmas ist also damit gezeigt.Nun bemerken wir, dass die Funktion g injektiv sein muss. Gilt nämli
h g(k) = g(l) für irgend-wel
he k, l ∈ N, erhalten wir aus dem Lemma, dass k− l dur
h jede Primzahl teilbar sein muss,was nur im Fall k− l = 0 ⇐⇒ k = l mögli
h ist. Ferner erkennen wir, dass |g(k+1)−g(k)| = 1ebenfalls aus dem Lemma folgen muss, da (k+1)− k = 1 keine Primteiler besitzt, womit au
h
g(k + 1)− g(k) keine Primteiler besitzen kann.Wir sind also mit diesem Werkzeug bereit, den Beweis der Behauptung dur
hzuführen. Wirde�nieren zunä
hst g(2)−g(1) = q mit |q| = 1. Wir können nun mittels vollständiger Induktionzeigen, dass g(n) = g(1)+ q(n− 1) gilt. Dies ist o�ensi
htli
h ri
htig für n = 1, 2 und für n > 1gilt g(n+ 1) = g(n)± q = g(1) + q(n+ 1)± q. Da si
her g(n+ 1) 6= g(n− 1) = g(1) + q(n− 2)gilt, erhalten wir also g(n + 1) = g(1) + qn, was die Induktion abs
hlieÿt. Wäre nun q = −1,hätten wir für n ≥ g(1) + 1 immer g(n) ≤ 0, was der Voraussetzung für g widerspri
ht. Es giltalso g(n) = g(1) + (n− 1) ⇐⇒ g(n) = n+ (g(1)− 1), womit wir sehen, dass g si
her von derGestalt g(n) = n + c ist. qedAufgabe 4: Im Inneren des Dreie
ks ABC liege der Punkt P . Die Geraden AP , BP und CPs
hneiden den Umkreis Γ von ABC jeweils ein zweites Mal in den Punkten K, L bzw. M . DieTangente an Γ dur
h C s
hneide die Gerade AB in S. Es gelte |SC| = |SP |.Man beweise |MK| = |ML|.Lösung: Wir nehmen o.B.d.A. an, dass CA > CB gilt. In diesem Fall liegt der Punkt S aufdem Strahl AB.Zunä
hst bemerken wir, dass die Dreie
ke PKM und PCA ähnli
h sind, Dies folgt sofort aus derGlei
hheit der S
heitelwinkel ∠KPM und ∠APC und der Peripheriewinkel ∠KMC = ∠KMPund ∠KAC = ∠PAC. Hieraus folgt also PM

KM
= PA

CA
. Analog sind au
h die Dreie
ke PLM und

PCB ähnli
h, und hieraus folgt LM
PM

= CB
PB

. Diese beiden Beziehungen ergeben zusammen
PM

KM
·
LM

PM
=

LM

KM
=

CB

PB
·
PA

CA
,und wir sehen, dass die na
hzuweisende Beziehung MK = ML glei
hwertig ist mit CB

CA
= PB

PA
.Nun bemerken wir, dass die Eigens
haft SC = SP zur Folge hat, dass C und P beide aufdemselben Kreis mit Mittelpunkt S liegen, und dass S auf der Tangente an den Umkreis von

ABC dur
h C liegt. Es ist also klar, dass S der Mittelpunkt eines Kreises dur
h C und P ist. DieEigens
haft CB
CA

= PB
PA

erinnert uns aber sofort an die De�ntion des Appoloniuskreises bezügli
hdes Umkreises eines Dreie
ks ABC; dieser besteht ja genau aus der Menge aller Punkte X , fürdie CB
CA

= XB
XA

gilt. Da wir nun wissen, dass die Eigens
haft MK = ML glei
hwertig damit ist,dass P auf dem Appoloniuskreis des Umkreises von ABC liegt, bleibt nur zu zeigen, dass S derMittelpunkt dieses Appoloniuskreises ist.



Sei zu diesem Zwe
k E der S
hnittpunkt von AB mit der Winkelsymmetrale von ∠ACB. Dieserliegt si
her auf dem Appoloniuskreis. Nun gilt
∠CES = ∠CAE + ∠ACE = ∠BCS + ∠ECB = ∠ECS,und somit au
h SC = SE. S ist also der S
hnittpunkt von [AB] mit der Stre
kensymmetralevon EC, und dies ist genau der Mittelpunkt des Appoloniuskreises. qedAufgabe 5: In jedem von se
hs Behältern B1, B2, B3, B4, B5 und B6 be�ndet si
h zu Beginngenau eine Münze. Es gibt zwei Typen von erlaubten Operationen:Typ 1 : Man wähle einen ni
ht-leeren Behälter Bj mit 1 ≤ j ≤ 5 aus. Man entferneeine Münze aus Bj und füge zum Behälter Bj+1 zwei Münzen hinzu.Typ 2 : Man wähle einen ni
ht-leeren Behälter Bk mit 1 ≤ k ≤ 4 aus. Man entferne eineMünze aus Bk und vertaus
he die Inhalte der (mögli
herweise leeren) Behälter

Bk+1 und Bk+2.Man ents
heide, ob es eine endli
he Folge von sol
hen Operationen gibt, na
h deren Ausführungdie ersten fünf Behälter B1, B2, B3, B4 und B5 leer sind und der se
hste Behälter B6 genau
20102010

2010 Münzen enthält. (Man bea
hte: abc = a(b
c).)Lösung: Wir verwenden die Notation (b1, b2, . . . , bn) → (b′1, b

′
2, . . . , b

′
n) um anzudeuten, dasseine Folge erlaubter Operationen die n aufeinanderfolgenden Behälter von der linken Belegungzur re
hten verändern, während die übrigen Behälter ihre Inhalte dur
h diese Operationen ni
htändern.Es sei A = 20102010

2010 . Wir wollen zeigen, dass
(1, 1, 1, 1, 1, 1) → (0, 0, 0, 0, 0, A)mögli
h ist. Wir beweisen zunä
hst zwei vorberitende Hilfssätze.Lemma 1: (a, 0, 0) → (0, 2a, 0) für alle a ≥ 1.Beweis von Lemma 1: Wir zeigen mittels vollständiger Induktion, dass (a, 0, 0) → (a− k, 2k, 0)für alle 1 ≤ k ≤ a. Für k = 1 führen wir eine Operartion vom Typ 1 aus, und erhalten

(a, 0, 0) → (a− 1, 2, 0) = (a− 1, 21, 0).



Nehmen wir also an, es gelte die Behauptung für ein bestimmtes k < a, also (a, 0, 0) →
(a−k, 2k, 0). Führen wir zunä
hst diese Operationsfolge aus, dann 2k vom Typ 1 an der zweitenStelle, und ans
hlieÿend eine vom Typ 2 an der ersten Stelle, erhalten wir

(a− k, 2k, 0) → (a− k, 2k − 1, 2) → . . . → (a− k, 0, 2k+1) → (a− k − 1, 2k+1, 0),also
(a, 0, 0) → (a− k, 2k, 0) → (a− (k + 1), 2k+1, 0).Lemma 2: Es sei für eine positive ganze Zahl n Pn der Potenzturm bestehend aus n Mal dieZahl 2 (z.B. P3 = 22

2

= 16). Dann gibt es eine Folge erlaubter Operationen mit (a, 0, 0, 0) →
(0, Pa, 0, 0) für jedes a ≥ 1.Beweis von Lemma 2: Analog zum Beweis von Lemma 1 beweisen wir mittels Induktion, dass
(a, 0, 0, 0) → (a− k, Pk, 0, 0) für jedes 1 ≤ k ≤ a mögli
h ist.Für k = 1 ergibt eine Operation vom Typ 1 an der ersten Stelle

(a, 0, 0, 0) → (a− 1, 2, 0, 0) = (a− 1, P1, 0, 0).Wir nehmen also anl, dass die Behauptung für ein bestimmtes k < a gilt. Ausgehend von
(a − k, Pk, 0, 0) erhalten wir dur
h Anwendung von Lemma 1 und ans
hlieÿender Operationvom Typ 1 an der ersten Stelle

(a− k, Pk, 0, 0) → (a− k, 0, 2Pk , 0) = (a− k, 0, Pk+1, 0) → (a− k − 1, Pk+1, 0, 0),und somit insgesamt
(a, 0, 0, 0) → (a− k, Pk, 0, 0) → (a− (k + 1), Pk+1, 0, 0).Jetzt können wir die mögli
hen Operationsfolgen anwenden, um die erwüns
hte Situation her-zustellen.Dur
h Operationen vom Typ 1 an fünfter Stelle, Operationen vom typ 2 an vierter, dritter,zweiter und erster Stelle (in dieser Reihenfolge), und ans
hlieÿender zweimaliger Anwendungvon Lemma 2 erhalten wir

(1, 1, 1, 1, 1, 1)→ (1, 1, 1, 1, 0, 3)→ (1, 1, 1, 0, 3, 0)→ (1, 1, 0, 3, 0, 0),→ (1, 0, 3, 0, 0, 0)→

→ ((0, 3, 0, 0, 0, 0)→ (0, 0, P3, 0, 0, 0) = (0, 0, 16, 0, 0, 0)→ (0, 0, 0, P16, 0, 0).Im Behälter B4 be�nden si
h nun s
hon mehr als A Münzen, denn es gilt
A = 20102010

2010

< (211)2010
2010

= 211·2010
2010

< 22010
2011

< 2(2
11)2011 = 22

11·2011

< 22
2
15

< P16.Um die Zahl der Münzen zu verringern, kann man jeweils eine Operation vom Typ 1 an dieserStelle dur
hführen, da siese Operation die Zahl an dieser Stelle um 1 verringert und die beidenfolgenden leeren Behälter austaus
ht. Wir haben also
(0, 0, 0, P16, 0, 0) → (0, 0, 0, P16 − 1, 0, 0) → . . . → (0, 0, 0,

A

4
, 0, 0).S
hlieÿli
h führe wir nur mehr Operationen vom Typ 2 aus, und erhalten

(0, 0, 0,
A

2
, 0, 0) → (0, 0, 0, 0,

A

2
, 0) → (0, 0, 0, 0, 0, A). qed



Aufgabe 6: Es sei a1, a2, a3, . . . eine Folge positiver reeller Zahlen. Ferner sei s eine positiveganze Zahl, so dass
an = max { ak + an−k | 1 ≤ k ≤ n− 1 }für alle n > s gilt. Man beweise, dass es positive ganze Zahlen N und ℓ mit ℓ ≤ s derart gibt,dass an = aℓ + an−ℓ für alle n ≥ N gilt.Lösung: Aus der De�nition der an wissen wir, dass jedes an (für n > s) in der Form an =

aj1 + aj2 mit j1, j2 < n und j1 + j2 = n ausgedrü
kt werden kann. Gilt nun etwa j1 > s, sokönnen wir auf glei
he Weise mit aj1 verfahren, usw. Wir können also s
hlieÿli
h an in der Form
an = ai1 + . . .+ aikmit 1 ≤ ij ≤ s und i1 + . . .+ ik = n s
hreiben. Wählen wir die Indizes i1 und i2 so, dass sie dieaus dem letzten S
hritt waren, können wir o.B.d.A. annehmen, dass i1 + i2 > s gilt, und wirhaben somit 1 ≤ ij ≤ s, i1 + . . .+ ik = n und i1 + i2 > s.Nehmen wir nun andererseits an, dass Indizes i1, . . . ik diesen drei Bedingungen genügen. S
hrei-ben wir sj = i1 + . . .+ ij , so gilt in diesem Fall

an = ask ≥ ask−1
+ aik ≥ ask−2

+ aik−1
+ aik ≥ . . . ≥ ai1 + . . .+ aik .Zusammen erhalten wir also

an = max{ai1 + . . .+ aik : 1 ≤ ij ≤ s, i1 + . . .+ ik = n und i1 + i2 > s}.Nun s
hreiben wir
t := max

1≤i≤s

ai

i
,und bezei
hnen als ℓ einen Index ℓ ≤ s, für den t = aℓ

ℓ
gilt. Wir wählen einen Index n mit

n ≥ s2ℓ+2s und wählen eine Darstellung von an mit den oben bes
hriebenen Indizes i1, . . . , ik.Für diese Wahl gilt n = i1+ . . .+ ik ≤ sk, und somit k ≥ n
s
≥ sℓ+2. Nehmen wir an, keine derIndizes i3, . . . , ik sei glei
h ℓ. Dann gibt es na
h dem S
hubfa
hprinzip einen Index 1 ≤ j ≤ s,der unter den Indizes i3, . . . , ik mindestens ℓ Mal vorkommt, und es gilt dabei si
her j 6= ℓ. Wirkönnen also die ℓ Indizies j aus dem Vektor (i1, . . . , i : k) lös
hen und dur
h j Indizes ℓ ersetzen,wodur
h wir einen neuen Indexvektor (i1, i2, i′3, . . . , i′k′) erhalten, der ebenfalls die Bedingungenerfüllt. Aufgrund der Mengeneigens
haft gilt

ai1 + . . .+ aik = an ≥ ai1 + ai2 + ai′
3
+ . . .+ ai′

k′
,was na
h dem Entfernen glei
her Summanden die Beziehung ℓaj ≥ jaℓ ergibt, also aℓ

ℓ
≤

aj
j
.Na
h der De�nition von ℓ bedeutet dies aber, dass ℓaj = jaℓ gilt, und somit au
h

an = ai1 + ai2 + ai′
3
+ . . .+ ai′

k′
.Für jedes n ≥ s2ℓ+ 2s haben wir somit eine Darstellung der notwenigen Gestalt mit ij = ℓ fürirgendein j ≥ 3. Dur
h Umordnen der Indizes können wir si
herstellen, dass ik = ℓ gilt.In dieser Darstellung erfüllen die Indizes (i1, . . . , ik−1) die notwendigen Bedingungen, wenn ndur
h n− ℓ ersetzt wird. Es gilt also

an−ℓ + aℓ ≥ (ai1 + . . .+ aik−1
) + aℓ = an,woraus aber

an = an−ℓ + aℓfür alle n ≥ s2ℓ+ 2s folgt, wie behauptet. qed


