1 Mittelungleichungen und BERNOULLI

Es seien positive, reelle Zahlen x; und x; gegeben. Diese seien als Streckenldngen aufgefafit, und
wie in Figur 1 ersichtlich, werde ein rechtwinkeliges Dreieck ABC' mit der Hypotenusenldnge
x1 + a9 derart errichtet, dak die Dreieckshéhe die Hypotenuse im Punkt D genau im Verhéltnis
Tt Xy teilt.

Figur 1

Die Hohe h. des Dreiecks ist nach dem Héhensatz gleich /71 - 5. Der Radius r des Umkreises
ist nach dem Satz von Thales “Tm, und offensichtlich gilt

T+ 22

\/$1'$2§ 5 .

Fallt man ferner das Lot DFE von D auf AC, so ist das Dreieck DC'E dem Dreieck ABC' dhnlich,
und es gilt fiir die Hohe h, dieses Dreiecks somit

he A/ T1T2 = A/ T1T9 . ($1 +$2)
X192 1
& he— = 54—
T+ o H‘Fg

Wie in AABC ist die Hohe kleiner oder gleich der halben Hypotenusenldnge. Es gilt also
2

T3 S Vhie
T1 T2
Man nennt den Ausdruck
T+ X2

2
das “arithmetische Mittel” (AM) von z; und 25, den Ausdruck

A/ L1L2
das “geometrische Mittel” (GM), und den Ausdruck

2
T 1

T1 9

das “harmonische Mittel” (HM). Es gilt also

HM < GM < AM,
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und wie man unschwer aus der Zeichnung sieht, gilt Gleichheit in beiden Ungleichungen genau
fir z; = xo.

Dieses Ergebnis laft sich nun auf verschiedene Arten verallgemeinern. Zunéchst bendtigt man
folgende Definition.

Definition 1: Es seien n € N und z1, 2o, ...,2, € R'. Das “a-Mittel” von x1, 2, ..., T, sei
fir « € R\{0}

(x?+a:§‘+...+a:g>1/a
My — b
n

und fir o =0

Es heiflen dann insbesonders

“harmonisches Mittel” (HM),

m0:($1'$2'...'$n)

“geometrisches Mittel” (GM),

*$1+$2++$n

m1

“arithmetisches Mittel” (AM), und

<x§+x§+...+xi>l/2
Mo =

“quadratisches Mittel” (QM).

In den Sétzen 1 bis 3 werden wir zunéchst sehen, dafk das fiir n = 2 im Dreieck erhaltene
Ergebnis auch fiir n > 2 gilt.

Satz 1: Arithmetisch-geometrische Mittelungleichung (AM-GM Ungleichung):

Es seien n € N und z1, 29, ..., 2, € R*. Dann gilt
T+ 2o+ ...+ 2, "
! 2 2($1'$2'...'$n)1/,
n
mit Gleichheit genau fiir &1 =29 = ... = x,,.

Beweis: Wir fiihren den Beweis mittels Vorwarts-Riickwérts-Induktion. Fiir n = 2 gilt

T+ o 1/2
5 > (z1 - x2) /
& x? + 22129 + x% > 4xq129

= ($1 — $2)2 > 0,

und dies ist offensichtlich fiir alle z1,22 € R richtig, mit Gleichheit genau fiir z; = x2. Die
Behauptung gilt also fiir n = 2. Die Giiltigkeit der Behauptung fiir n = 4 folgt nun, wenn man



= % und xy = % setzt. Dann gilt nédmlich

T+ X2+ T3+ s S $1+$2‘$3+$4 12
4 - 2 2

1/2
& <($1 )" (2 - 964)1/2)

= ($1$2$3$4)l/4 )

mit Gleichheit genau fiir 1 = o = 23 = 24.
Analog folgt aus der Giiltigkeit der Behauptung fiir n = 2% auch die Giiltigkeit fiir n = 2811,
Die Behauptung gilt daher fiir alle n = 2F.
Aus der Giiltigkeit der Behauptung fiir ein bestimmtes n folgt aber auch die Giiltigkeit fiir
n — 1. Dies sieht man durch Einsetzen von
B 1 +xo+ ...+ 21

n—1

L

ein. Dann gilt ndmlich wegen der Giiltigkeit der Behauptung fiir n:

T1+T2+.. 4 Tn-1
1+ Tt ...ty /""" 1+ T2+ ... +Tpo1

n—1
n n—1
oyt b B\
2 (wl 2y - -‘fn_l)l/n‘ ( 1 2 n—1>
n—1
(n=1)/n
<:><$1+$2+...+$n_1> > ($1‘$2"”'$n_1)1/n
n—1
- X1 +2Xo+ ...+ Tpq > (gvl_302_”“3671_1)1/@_1)7
n—1
mit Gleichheit genau fiir
X1+ 2o+ ...+ Tt
XT1 =2 = ...=Tp-1— .
n—1

Die Behauptung gilt also fiir alle n. ged

Satz 2: Harmonisch-geometrische Mittelungleichung (HM-GM Ungleichung):

Es seien n € N und x4y, 29, ..., 2, € Rt. Dann gilt
n 1/n

<(a?133237)
T, 1 TS n)
o el R

n

mit Gleichheit genau fiir 21 =20 = ... = x,,.

Beweis: Da alle x; positive, reelle Zahlen sind, sind es auch ihre Kehrwerte, und es gilt daher

nach der AM-GM Ungleichung (Satz 1)

Lyl 41 11 1\'"
LS = .. R
n B Ty T2 Tn
B 1

($1'$2'...'$n)1/n

n 1/n

& < (1o Ty ,
i+11_2+‘ +$ — (1 2 )



mit Gleichheit genau fiir &1 =29 = ... = x,,.

Satz 3: Arithmetisch-harmonische Mittelungleichung (AM-HM Ungleichung):

Es seien n € N und x4y, 29, ..., 2, € Rt. Dann gilt
x1+xo+ ...+ 2, n
N | 1
n L1y 4L
1 o Tn
bzw.

11 1 )
(x14+2z0+...+ax,) - | —F+—+...+— | >n°,
r1 T2 L

mit Gleichheit genau fiir &1 =29 = ... = x,,.

qed

Beweis: Die Behauptung folgt einerseits unmittelbar durch Kombination der AM-GM Unglei-
chung und der HM-GM Ungleichung. Andererseits kann man die Giiltigkeit dieser Behauptung

auch folgendermafsen einsehen. Wegen

(z—y)?® > 0

ety > 2xy

sZ Y s o
y X

fiir alle z,y € RT mit Gleichheit genau fiir z = y, gilt

1 1 1 1 To T
(x1+x2t...Fx) | —F+t—+...+— ) = n+|—+=)+...4+|—+

X1 To T Zo 1 T

> n+2- ( g‘ >

n(n — 1)
= 2
n -+ 5
= ns ged

Als Spezialfdlle der AM-HM Ungleichung erhélt man fiir n = 2
1 1
(z+y) <—+—> > 4,
r oy
und fir n = 3

1 1 1
(z+y+2) <—+—+—> > 9.
r Yy =z

Eine weitere Fortsetzung der Mittelungleichungen ist der

Satz 4: Arithmetisch-quadratische Mittelungleichung (AM-QM Ungleichung):
Es seien n € N und 1,22, ..., 2, € R. Dann gilt

<

T

n ?

4

x1
T

)



mit Gleichheit genau fiir &1 =2 =... =, > 0.

Beweis: Zunéchst seien alle x; > 0. Dann lafst sich die Behauptung folgendermafien umformen:

a:1+a:2+...+xn< 2t xit. a2l 1/2
n B n
& (a:1+a:2+...+xn)2§n-(a:?+x§+...+xi)

n—1 n
& (xf+x§+...+xi)+ZZa:ixi+j§n-(a:?+a:§+...+a:i)
j=1 i=1
n—1 n
& ZZ@@HS(n—l)(aﬁ+x§+...+xi),
j=1 i=1

wobei 7 + j stets modulo n aufgefallt werden soll. Letzteres gilt aber mit Gleichheit genau fiir
X1 — T2 — ...Ty WEEEN

n

0 < > (w—mipy)

i=1
S0 < Z (a:f — 2%:Tiq5 + a:?H)
i=1
i=1
@inxiﬂ < x?+a:§+...+a:i
i=1
n—1 n
= szixiﬂ' < (n-1)(zf+a3+... +al).
j=1 i=1
Die Behauptung gilt also fiir x; > 0.
Fiir allgemeine z; gilt daher
1+ T2+ ..+, 1] + @] + . 0]
n o n
< 22 ad . a2\’
J— n .
qed
Die Ergebnisse der Sétze 1 bis 4 ergeben zusammengefalt (fiir z; > 0)
m_1 < mo < my < My,
mit Gleichheit jeweils genau fiirz; = xo = ... = x,,. Diese Ergebnisse sind (bis auf die etwas

allgemeineren Voraussetzungen von Satz 4) allesamt Spezialfélle der allgemeinen Mittelunglei-
chung, die im Folgenden als Satz 6 bewiesen wird.

Um diesen beweisen zu konnen, bendtigt man aber zuerst den
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Satz 5: BERNOULLIsche Ungleichung:
Fir alle z,a € R,z > —1,0 < a < 1 gilt

(1+2)* <1+ ax.
Fir alle z,a e R,z > —1,a < 0 oder a > 1 gilt
(1+2)* > 1+ ax.

Gleichheit gilt in beiden Féllen genau fiir x = 0. Weiters gilt Gleichheit fiir « = 0 und o = 1.

Beweis: Zunéchst sei # > —1 und o € QV, also @ = 2 mit m,n € N. Ist 1 <m < n, gilt nach
der AM-GM Ungleichung

(I+2)* = (L+az)mm
— (141"

m(l+z)+(n—m)-1

mx+n

n
= 1+ ax,

und die Behauptung ist fiir diesen Fall gezeigt, mit Gleichheit genau fiir 1 +x =1 << 2z = 0.

Ist « € R\Q und 0 < @ < 1, so existiert eine Folge < o, > mit a,, € Q, 0 < ,, < 1 fiir alle
n € N und lim «,, = «. Fiir alle «,, gilt dann

(1+x)* <1+ a,z,
und es folgt daher

(I+x)* = lm/(1+x)*

n—oo

< lim (1 4 ay,z)

n—oo

= 14 ax.

Der erste Teil der Behauptung ist also gezeigt, und es bleibt nur noch zu zeigen, daf in diesem

Fall fir z # 0
(1+2z2)*# 1+ ax
gilt.

Dies gilt, wie bereits gezeigt, fiir a € Q, 0 < a < 1. Ist also @ € R\Q, 0 < o < 1, wahlt man
ein § € Q mit a < <1, und es gilt dannwegen0<%<1fiira:7é0

(1+2)* = ((1+2)*%)°

B
< <1+%a:>
< 1+B-gx

B
= 14+ ax.

qed



Nun sei a > 1. Im Fall 1 + az < 0 gilt
(I1+z)*>1+ax

trivialerweise, da die linke Seite der Ungleichung wegen x > —1 positiv ist. Fir 1 +az > 0 &
ax > —1 gilt aber aufgrund des ersten Teils des Beweises

1
(I+an)/*<14+ = ar=1+z

a

& ltar<(l+ax),

mit Gleichheit genau fir x = 0. qed

Abschliefend sei noch a < 0. Wie oben gilt im Fall 1 + ax < 0 die Behauptung trivialerweise.
Ist 1+ax > 0,sein € N mit —2 <1 gegeben. Dann folgt aufgrund des ersten Teiles des Satzes

1ra)yem<1— 2y
T

= (1+a)"> T

da offensichtlich

(84
121—7ﬁ2
T

gilt. Die Behauptung ist daher auch fiir o < 0 gezeigt, mit Gleichheit genau fiir z = 0.
Fiir o = 0 lautet die Behauptung

(14+2)°=1+0-z,

und fir « = 1 lautet sie
1+z)'=1+1-2z,

und diese Aussagen sind offensichtlich wahr. ged
Fira=neN,n> 1,z € R,z > —1 und z # 0 laft sich die BERNOULLIsche Ungleichung
(I14+2)">1+nx

folgendermafen auch mittels vollstandiger Induktion beweisen.

Fiir n = 2 ist die Behauptung gleichwertig mit
(1+z)*>1+ 2z,

und dies ist richtig, da
(1+z)*=1+2z+2°

und 2 > 0. Es sei also die Behauptung fiir n giiltig, also
(1+x)" > 1+ nz.
Zu zeigen ist die Giiltigkeit fiir n 4 1, also

(1+z)"" >1+(n+1)z.



Wegen der Giiltigkeit der Behauptung fiir n gilt aber

(1+z)"" = 1+2)"(1+2)
> (1+nx)(1+x)
= 1+ (n+1)n+na?

und da nz? > 0, folgt
(1+z)"" >1+(n+1)z.

qed

Nun erhalt man abschlieffend auch

Satz 6: Allgemeine Mittelungleichung;:

Es seien n € N und x4, 2, ... 2,, € RT. Das a-Mittel sei wie in Definition 1 gegeben. Dann gilt
fira < g8
minz; < mqe < mg < max;,

(2 (2

mit Gleichheit genau fiir &1 =29 = ... = x,,.

Beweis: Der Beweis dieses Satzes sei in mehrere Schritte zerlegt vorgefiihrt.

a) Es sei ohne Einschrankung der Allgemeinheit z; < xo < ...z, und a < 0. Wir zeigen
1 = minx; < M.

Fiir a < 0 ist die Abbildung z — x* auf R* streng monoton fallend. Es gilt daher

1 < My

(o o a\ /o
o o< <x1+x2+...+xn>
n

&S ne-af>af g+ ..+,

und dies ist richtig, da fiir alle 1 = 1,2,...,n gilt
1 < x; & a7 > af

Gleichheit gilt offensichtlich genau fiir 27 = 22 = ... = . qed
b) Es sei wieder o.E.d.A. 1 <z < ...z, und 8 > 0. Wir zeigen

mg < Max T; — Tn.
T

Fiir 8 > 0 ist die Abbildung x — 2 streng monoton steigend. Es gilt daher

& xf+x§+...+x§§n-x§,



und dies ist richtig, da fiir alle 1 = 1,2,...,n gilt
Ty < Tp & X Sxﬁ,

mit Gleichheit wiederum offensichtlich genau fiir 1 = 2o = ... = 2. qed
c) Es sel @ < 0 < . Wir zeigen

Mg < Mo < Mg.
Wegen der AM-GM Ungleichung gilt wegen o < 0

A O R S ey

n> (o a a7
n > (@7 - 35 z)"
a:oz+a:o¢+ +xo¢ 1/04
! 21t tm <(x1-Tg-... Ty)"
(8
S My < my,
mit Gleichheit genau fiir 1 = 2o = ... = x,, und analog wegen G > 0
n 4 B B
n
1/8
B B B
Y ($1$2$n)n§(1+ 2+ +n>
n
= mOSmﬁv
ebenfalls mit Gleichheit genau fiir z; = 2o = ... = x,. qed
d) Es sei nun 0 < a < 8. Wir zeigen
Me < Mg.
Setzen wir y
k:*ma*<aﬁ‘+x§‘+...+x§>
n
folgt
21\B | (2218 R LA
mg _ms _ ((F) +H(R) -+ (%)
k Mg, n ’
und setzen wir ferner fiir alle ¢ =1,2,...,n

folgt weiters

k

@*(df/ +dy +...+d5/>
[

Wegen

<d1+d2+...+dn>”o‘

Il
—~
|8
N

Q
+
—~
N
Q
3
+
+
—~
N
Q
~—
—
S~
Q

I
—



gilt nun

Setzen wir fiir alle s =1,2,...,n
di —:1 + a;

folgt hieraus
a1+a2+...+an:0.

Da g > 1, folgt aus der BERNOULLI Ungleichung fiir alle 1 =1,2,...,n

P (a1 L
a

und somit
&7 dy L dle > n+§m1+@+.”+a@
n.

Wegen Gleichung (1) gilt also

mg (dﬁ/ + dﬁ/ ) )

k

n 1/8
n

v
e —

Smg > k=myg,

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn

G —a—...—a, =0
&S di=dy=...=d,=1
-~ $1:$2:...:$n:k.

qed

e) Abschliefend sei noch o < 8 < 0. Verfahrt man genau wie in d), verlauft der Beweis identisch
bis zur Anwendung der BERNOULLI Ungleichung. Wegen 0 < g < 1 gilt in diesem Fall fiir
alles=1,2,....n

7= (1 +a)* <1+ éaz
= Ay dbl <
B/ B/ B/ox
& v 5y 4 d .
n

und da § < 0, folgt aus Gleichung (1)

mg (df/“+d§/“+

k
& mg > k= ma,

T

B/ 1/8
+¢l> -

mit Gleichheit ebenso wie in d) genau fiir
$1:$2:...:$n:k.

Die Behauptung ist also vollstandig bewiesen. ged
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2 Die TSCHEBYSCHEFF Ungleichung

Satz 7: TSCHEBYSCHEFF Ungleichung:
Es seien a1, a9,...,a, € Rund b1, bs,...,0, € R mit

g <a<...<qg, und b <b<...<b,

oder
a1 >a3>...>2a, und b >by>...>0,,

d.h. die Folgen (a;) und (b;) seien gleichgeordnet. Dann gilt

Sz () (54)

Sind die Folgen (a;) und (b;) entgegengesetzt geordnet, gilt

S (5e) (52)

Gleichheit gilt in beiden Féllen genau dann, wenn eine der beiden Folgen konstant ist, also
wenn
a1 —ay—...—aqa, oder by=by—=...=b,.

Wir betrachten drei Beweisméglichkeiten dieser Ungleichung.

Beweis (1): Zunéchst beweisen wir folgendes

Lemma: (“Rearrangement Inequality” oder “Hauptsatz”)

Es seien a1, aq,...,a, € R und by, b, ...,b, € R. Die Summe
S = a1b1 + agbg + ... anbn

ist maximal, wenn die Folgen (a;) und (b;) gleichgeordnet sind, und minimal, wenn die Folgen
entgegengesetzt geordnet sind.

Beweis des Lemmas: Es sei a, > a,. Wir betrachten die beiden Summen

Sl:a1b1+...+arbr+...+asbs+...+anbn

und
52:a1b1+...+arbs+...+asbr+...+anbn,

die sich nur in den r-ten und s-ten Summanden unterscheiden. Es gilt

S1—5y = a.b, +ab, — a,b, — asb,
- (ar - QS)(br - bS)a

und somit
b, >b, < 5 >85, bzw. b <b, & 5 <5,.

11



Ist nun {cy, ¢, ..., ¢,) eine Permutation von (b1, bo, ..., b,) mit by < by < ... < b, kann man
der Reihe nach im Fall ¢ < a9 < ... < @, von der Summe

S:a101+a202+...+ancn

ausgehend, das Element b; mit kleinstem 4, welches nicht an i-ter Stelle der Summe steht, mit
dem jeweiligen ¢; austauschen, und erhilt somit fortschreitend Summen S, die stets gréfer
werden. Das Maximum ist erreicht, wenn die Folgen gleichgeordnet sind. Diese Argumentation
gilt auch fiir den Fall a; > a2 > ... > a,.

Vertauscht man umgekehrt schrittweise bis a1, as, ..., a, und by, bo, . .., b, entgegengesetzt ge-
ordnet sind, erhélt man auf dieselbe Art die minimale Summe. qed

Fortsetzung von Beweis (1): Sind die Folgen (a;) und (b;) gleichgeordnet, gilt nach dem Lemma

albl -+ a2b2 + ...+ anbn — albl -+ agbg + ...+ anbn
albl -+ a2b2 + ...+ anbn albg -+ agbg + ...+ anbl
a1by 4+ agbs + ... + anb, a1bs + agby + ... + anbo

AVARY

albl -+ a2b2 + ...+ anbn albn -+ a2b1 + ...+ anbn_l.

Addiert man diese Ungleichungen. folgt

n(a1b1+a2b2+...+anbn) 2 (a1+a2++an)(b1+b2++bn)
n 1 n n
=1 =1 =1

Gleichheit gilt genau dann, wenn keine Vertauschung der b; eine Anderung bewirkt, und dies
ist genau dann der Fall, wenn eine der beiden Folgen (a;) oder (b;) konstant ist.

Nach demselben Verfahren erkennt man, dak fiir entgegengesetzte Folgen (a;) und (b;)

S (5e) (52)

gilt. mit Gleichheit ebenfalls genau wenn eine der beiden Folgen konstant ist. ged

Beweis(2): Es seien die Folgen (a;) und (b;) gleichgeordnet. Dann gilt
, - no\“ ,
=1 =1 =1
=1 =1 =1
= (n— 1) -Zaibi— Zaib]’ >0
=1

i73
& Zai(bi —b;) >0
i#]
& 2. Zai(bi —b;) = Z(ai —a;)(b; — b;) > 0.
i+ ]

12



Dies ist sicher fiir gleichgeordnete Folgen richtig, und Gleichheit gilt genau wenn alle Summan-
den gleich 0 sind, also wenn entweder

ap=ay=...—aqa, oder by =by=...=0,

gilt.
Sind (a;) und (b;) entgegengesetzt geordnet, gilt dieselbe Argumentation mit umgekehrt orien-
tiertem Ungleichungszeichen. ged

Beweis (3): Der Beweis gelingt auch mittels vollstandiger Induktion.
Es seien zunéchst die Folgen (a;) und (b;) gleichgeordnet. Fiir n = 1 lautet die Behauptung

1
ab; > I‘al'blv

und dies ist offensichtlich richtig. Nun sei die Giiltigkeit der Behauptung fiir n, also

oo (50 (54

gegeben. Zu zeigen ist die Giiltigkeit fiir n 4 1, also

n+1 1 n+t1 n+1
=1 =1 =1
Um die Schreibweise zu vereinfachen, seien

zn:ai — A und zn:bi —: B.
=1 =1

Wegen der Induktionsvoraussetzung gilt

n+1

n
E ab; = E a;b; + Qny1bn41
i1 i=1

2 - AB + an+1bn+1.

1
n
Zu zeigen bleibt also

1 1
ﬁ -AB + anJrlanrl 2 n—H (A + anJrl) (B + anrl) .

Dies ist aber gleichwertig mit

(n + l)AB + n(n + l)an+1bn+1 2 n- (AB + Abn+1 + Ban+1 + an+1bn+1)
& AB 4 n? Gupibpy > Abpyy + 1 Bany
& (A—n-app1) (B—n-byy1) > 0.

Fallsnun ay <as < ... <a, <apppund by <0 < ... < b, < byyq, folgt aber
n
A= "a; <n-any,
i=1

13



und somit
(A=n-an1) <0,

und analog
(B i U anrl) S 0.

Es gilt daher
(A—n-app1) (B—n-byy1) > 0.

Fallsay >as > ... > a, > ay,pund by > by > ... > b, > b,,1, folgt analog
(A—=n-ay1) >0 und (B—mn-byy1) >0,

und somit
(A—n-ay1) (B—n-b,y1) > 0.

Gleichheit gilt offensichtlich genau dann, wenn einer dieser beiden Klammerausdriicke gleich 0
ist, und dies gilt genau wenn eine der beiden Folgen konstant ist.

Sind die beiden Folgen entgegengesetzt geordnet, lafst sich diese gesamte Argumentation mit
umgekehrtem Ungleichungszeichen durchfiihren, und es gilt somit in diesem Fall

Zn:aibi < % (zn: ai) (zn: bi) )
i=1 i=1 i=1

mit Gleichheit genau wenn eine der beiden Folgen konstant ist. ged

Bemerkungen: a): Man kann das Ergebnis auch fiir mehr als zwei Folgen verallgemeinern. Es
laft sich ndmlich auch fiir k£ gleichgeordnete Folgen zeigen, daf

n
=1

das heifst, das arithmetische Mittel der Produkte der jeweils i-ten Elemente der gleichgeordneten
Folgen ist grofser oder gleich dem Produkt der arithmetischen Mittel der Folgen.

b): Mit Hilfe des Lemmas von Beweis (1) (das in der deutschsprachigen Ungleichungsliteratur
gelegentlich auch als “Hauptsatz” bezeichnet wird) lafkt sich auch die AM-GM Ungleichung
beweisen.

Sind namlich z1, %2, ...,2, € Rt und
1/n
m0:($1'$2'...'$n) s
und definiert man
T1 X1 - T T1-Xo ... Tp
ay ‘— —,02 ‘— 3 s , A i — =1
mo 0 Mg
und 1 1
blz—,bglz—,...,bn:—zl,
a1 a2 QA

14



so sind die Folgen < a; > und < b; > sicher entgegengesetzt geordnet, und es gilt daher

albl -+ agbg + ...+ anbn S albn -+ a2b1 + ...+ anbn_l

2
il 1 -To My Ty - Lo T3 My
S 1+14+... 41— 1+ 5 — + 3 :
Mo my I my 1 - Lo
I I mg_l
my T1X2 «v. Ty
I Lo xT
& n — ..
mo g Mo
1t T2+ ...+ xn
& my <
n
1/n $1+$2++$n
-~ ($1$2$n) < ,
n
mit Gleichheit genau fiir
T X1+ T2 1o ... T 1
mo mé my
= X1 —=Tog—...= Ty, — My

3 Satzgruppe von CAUCHY

Satz 8: CAUCHY-SCHWARZ-BUNIAKOWSKY Ungleichung

(kurz auch oft CAUCHY Ungleichung genannt):
Fiir alle n € N und fiir alle a;,b; € R gilt

($3e0) = (£4) (£2)

Gleichheit gilt genau wenn die beiden Vektoren

(a1, a9, ...,a,) und (b1, bo,...

proportional sind.

, bn)

Beweis: Wir betrachten zwei Beweisméglichkeiten dieser Ungleichung.

Beweis (1): Zunéchst betrachten wir einen Beweis mittels vollsténdiger Induktion.

Fiir n = 1 ist die Behauptung gleichwertig mit

(a1b1)” < 202,

qed

und dies ist trivialerweise richtig. Es sei also die Behauptung fiir n giiltig. Zu zeigen ist die

Giiltigkeit fiir n+1, also

n+1 2 ntl nt1
(95
k—1 k—1 k—1

15
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Dies ist aber gleichwertig mit

" 2
(Z agby + anﬂan) < ( az + n+1> (Z b + an) .
k=1

n

(Z akbk> + 2an+1bn+1 . ( akbk> + a/n+1 + bn+1
k=1
< (Z ak) (Z bi) + a721+1 : (Z b2> + bn+1 (Z ak) + an+1 n+1
k=1

Aufgrund der Induktionvoraussetzung, bleibt also nur noch die Giiltigkeit von

205, 116511 - (Z akbk> <a? (Z ak> + an (Z ai)
k=1

zu zeigen, und dies gilt wegen

n 1/2 n 1/2
Ap41 ° (Z bi) — bn+1 : (Z ai) 2 0
k=1

k=1

n n 1/2 n 1/2
n+1 (Z b2> + bn+1 ( ) > 20n41bn41 - (Z ai) (Z bi)
k=1 k=1 k=1

2 2an+1bn+1 . (Z akbk> .
k=1

3

qed

Beweis (2): Wir betrachten fiir gegebene a; und b; die reelle Funktion
f(x) = (a7 — b1)2 + (agx — 62)2 + .. 4 (ax — bn)2
- (Zﬁ) cx? =2 (Z%@k) -ﬂv+2bi.
k=1 k=1 k=1

Diese Funktion nimmt wegen ihrer quadratischen Struktur nur nichtnegative Werte an. Es ist
daher ihre Diskriminante nicht positiv, und es gilt also

2 giw;fj (324) (5=
(o) = () ()

Gleichheit gilt genau dann, wenn f(z) = 0, und dies ist gleichwertig mit

ax—by —ax—bs— ... —a,xz—b, — 0.

16



Gleichheit gilt also genau dann, wenn die Vektoren
(a1, a2, ...,a,) und (by,bo,...,b,)

proportional sind. qed

Um die folgenden Sétze von Holder und Minkowski beweisen zu kénnen, benotigt man zuerst
den folgenden

Satz 9: Fir

und a,b € R gilt

al/Ppt/e < 4 + é falls p>1 und
p q

a/rptia > & 4 b falls p < 1.
v dq

Gleichheit gilt genau fiir a = b.

Beweis: Um diesen Satz beweisen zu konnen, weisen wir zuerst die Giiltigkeit des folgenden
Lemmas nach.

Lemma: Fiir alle x > 0 gilt

*—oa-x+a—1>0 fir e>1 und a<0 und
*—oa-z+ta—1<0 fiir O0<ax<l.

Gleichheit gilt genau fiir xz = 1.

Beweis des Lemmas: Fiir y > 0 und n € N gilt

n+1 n
y"r =1 oy -1 y—1 n ne1

— = An-y" — —..—y=11>0
n+1 n n(n+1) (n-y" —y y=1) =0,

da fiir y > 1 wegen
">yt >1 fir 1<k<n

sowohl
y—1>0

als auch
noy—y" - —y—1>0,

und fiir 0 < y < 1 wegen
I>yP>qy" fir 1<k<n

sowohl
y—1<0

als auch
noy'—y" - —y—1<0

17



gelten. Gleichheit gilt genau fiir y = 1.
Es gilt daher fiir alle n € N:

n+l n o__
Y 1 S Y 1
nt+tl = n
und somit fiir alle m,n € N, m > n:

mit Gleichheit genau fiir y = 1. Setzt man y = 2/, folgt fiir alle 2 > 0

g 1 - 1) >0,
n

und es gilt daher

*—1l—a-(x—1)>0 fir a>1 und a€Q,

mit Gleichheit genau fiir x = 1. Ist « € R\Q und « > 1, fiihrt jede Folge < a; > mit a; € Q
und lim = « zur Behauptung fiir a. Es wére denkbar, dak danach Gleichheit zusétzlich zum

Fall ;:H;o 1 auch fiir ein  #£ 1 gelten konnte. Sei aber a = r - 8, mit r, 8 > 1 und r € Q. Dann

gilt wegen
y —r-ytr—1>0&y —1>r-y—r

fiir y # 1, auch

¥ —a-rta—-1 = (a:ﬁ)r—r-ﬁ-awrr-ﬁ—l
> r-’—r-B-xtr-B-r
> 0.

Die Gleichheit in
*—a-rxt+ta—1>20 fir a>1l,aeR

gilt also nur fir z = 1.

Setzt man

fiir a > 1, folgt fiir 8 <0
- By (=8 —-120

v P (1
-8yt B-1)2>0
fiir y > 0 mit Gleichheit genau fiir y = 1. Setzt man

& = g8 = Y
fiira>1, folgt fir0 < g < 1

1 5+1 1>0
y— =yt =12
B B

& =Byt p-1<0
fiir y > 0 mit Gleichheit genau fiir y = 1.

18
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Beweis von Satz 9: Setzt man in den Ungleichungen

*—a-z2+a—1>0 fir a>1 und a<0 bzw.
*—a-zt+ta—1<0 fir O<a<l.

fir alle z > 0
(a,b > 0),

1
P
folgt firp <1l (& a>1Va<0)
1
P

(5)"
b
pgi/a > & b
& aPhT > — o -,
P g
und analog firp>1 (&0<a<1)
a/Ppt/a > a + é
P g

Gleichheit gilt genau fiir x = 1 < a = 0. qed

Dieses Ergebnis kann auch fiir p > 1 und ¢ > 1 folgendermaken gedeutet werden. Es seien
]l) =: A und % —=: u. Die Aussage

A< N-atp-b
S Arlna+tp-Inb<In(A-a+ p-b)

bedeutet somit nichts anderes als die Konvexitédt der In Funktion (siehe auch Kapitel 4).

Satz 10: HOLDER Ungleichung:
Es seien z;,y; > 0 fiir 1 = 1,2,...,n und ]l) + % = 1. Fir p > 1 gilt

n n 1/p n 1/q
()
i=1 i=1 i=1

Fir p <1 (mit p # 0 und z;3; # 0 falls p < 0) gilt die umgekehrte Ungleichung. Gleichheit gilt
genau fiir 2 = X -y fiirallei =1,2,...,n.

Beweis: Nach Satz 9 gilt fiir ]l) + % =1lund a,b e RY

al/Ppl/a < 4 +§ falls p>1 und
p q

i s 400 s peat
p q

mit Gleichheit genau fiir a = b. Setzt man

2P 7
a= Yl mit X = z;xf und
vy 3
— YT 3 _ q
b—Y mit Y;yi,
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folgt daraus fiir p > 1
LiY;
X1/py1l/a

und summiert man iber 4, folgt weiters
POE I DL+
i=1 - |-
e S G 4. —1
Xieyla —p X q Y

n 1/p n 1/q
& Za?iyiSXl/le/q: ( wf) : (ny) :
i1 =1 =1

<

STES
+
=

1
p

n

INgh
N
RS

Die umgekehrte Ungleichung folgt analog fiir p < 1, p # 0 und z;; #£ 0 falls p < 0.
Gleichheit gilt genau fiir

2yl
=be ==
¢ X Y
fir alle ¢ = 1,2,...,n. Da diese Beziechung invariant bleibt bei Multiplikation aller z bzw. y;
mit einem fixen A, ist dies gleichwertig mit
x; = A-yi
firalles =1,2,...,n. qed

Bemerkungen: a) Durch Induktion folgt hieraus unmittelbar die Verallgemeinerte HOLDER
Ungleichung:

Es seien z;; > 0 fiirallet =1,2,...,nund j = 1,2,... ,mund p; > 1 fir alle j = 1,2,...,m
mit

— =1
p;

J=1

Dann gilt

n m m n 1/P'
znxﬁsn(zxf;) |
j=1

i=1 j=1 i=1

mit Gleichheit genau wenn die Vektoren

(@3), (233) 5 -+ (@)

m

linear abhéngig sind.

b) Die CAUCHY Ungleichung ist genau der Spezialfall der HOLDER Ungleichung fiir p = ¢ = 2.

Aus der HOLDER Ungleichung folgt die Dreiecksungleichung im n-dimensionalen Vektorraum

bei Verwendung der p-Norm, also
n 1/p
b (30)
i=1

Es ist dies der

20



Satz 11: MINKOWSKI Ungleichung:
Es seien z;,y; > 0 fiir 4 = 1,2,...,n. Fir p > 1 gilt

n 1/p n 1/p n 1/p
(Serwr) <(Sa) ¢ (Su)
i=1 i=1 i=1
Firp <1 (p#0, xzy; # 0 falls p < 0) gilt die umgekehrte Ungleichung. Gleichheit gilt genau
wenn x; = A-y; firalled =1,2,...,n

Beweis: Es gilt nach der HOLDER Ungleichung (Satz 10) wegen

1 1
RO DR

P q p—1
firp>1

Z (i +y:)" = zn:% g+ zn:yz (i o+ y)
=1 =1

=1 3 1=

n 1/p n 1/q n 1/p n 1/q
(Z 37?) : (Z (@ +yi)p> + (Z yf) : (Z (i +yi)p>

=1 =1

n 1/p n 1/p n 1/p
A (Z (ﬂ?i+yi)p> < (Zﬁf) + (Z?Jf) ;

=1

IN

mit Gleichheit genau fiir

2} =i (@it )" =g

fiir alle + = 1,2, ..., n. Der Beweis fiir p < 1 verlauft analog. ged

Durch Induktion folgt hieraus unmittelbar die verallgemeinerte MINKOWSKI Ungleichung:
Es seien ;; >0 firt=1,2,...,nund 7=1,2,...,m. Fir p > 1 gilt

5)) 5 ()"

Firp <1 (p# 0, z;; # 0 falls p < 0) gilt die umgekehrte Ungleichung. Gleichheit gilt genau
wenn die Vektoren
(wil) 5 ($12) IR ($1n)

linear abhéngig sind.

4 Konvexe Funktionen

Definition 2: Es sei T' = [a, b] ein Intervall und g eine Abbildung von 7" in R.. g heifst “konvex”,

wenn fiir alle z1, 20, € T
g <$1 +$2> < g(w1) + g(x2)

2 - 2
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gilt. g heiftt “streng konvex”, wenn Gleichheit nur fir z; = x, gilt.

Satz 12: Es sei T' = |a,b] und g : T — R streng konvex. Dann gilt fur alle 1, z2,...,2, € T
mit n € N und n > 2

g<x1+x2+...+xn> _ 9@ +g() + ..+ (o)

n - n ’

mit Gleichheit genau fiir 21 =20 = ... = x,,.

Beweis: Der Beweis verldauft mittels Vorwérts-Riickwérts-Induktion. Die Richtigkeit der Be-

hauptung fiir n = 2 ist ein Teil der Voraussetzungen. Fir z; = zo = ... = z, lautet die
Behauptung
n-g(x
olan) < 921,

und hier gilt offensichtlich Gleichheit. Wir nehmen also ohne Einschriankung der Allgemeinheit
1 # x9 an, und wollen fiir diesen Fall die “<”-Relation nachweisen.

Es gelte fiir ein bestimmtes m

<

g(w1) +g(x2) + ...+ g(a?m)‘

m

$1+$2++$m
g m

Wir zeigen zunachst die Giiltigkeit der Behauptung fiir n = 2m. Es gilt in diesem Fall wegen
X1 7£ X

1+ a2+ ...+ X ’“;F—I?JF%J_”JFM
g =9
n m

(242) 4 g (52) 4.t g (Peyime)

<
m
_ g(z1)42rg(z2) + g(zs);rg(u) 4.+ g(zzmﬂ%ﬂl(zzm)
m
g(@1) +g(®2) + ...+ g(wn)

T

Die Giiltigkeit der Behauptung fiir n = 2F ist also gezeigt. Ist n keine 2er-Potenz, existiert ein
m € N, sodafs
ol < p < 2™,

Bezeichnet man p := 2™ — n, folgt wegen der Giiltigkeit der Behauptung fiir 2™ (wieder bei
x1 # x9 0.E.d.A.)

g<x1+...+xn+y1+---+yp> - gler) + ...+ glen) +gly) + ...+ g(yp)
n+p n+op '

Setzt man
R I R )

NM=Y—=...=Y n ;

folgt

<x1+...+xn+y1+...+yp>* <x1+x2+...+xn>
g n-+p
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und

glx1) + ...+ glxn) +glyr) + ...+ 9(yp) *g($1)+...+g(wn)+p.g<W)‘

n+p n+p
Es gilt daher

T ma ) g(z1) + ...+ g(x,) +p- g (Btatetin)
g n n+p
r +xo+ ...+ x,

1 +x2+ ...

& (n+p-yg <glz)+...+gx,) +p-yg
() (

1+ T+ ...+ 2y g(xz1) + glxze) + ...+ glx,)
o (M) < :

T

Eine etwas allgemeinere Version dieses Satzes ist die JENSEN Ungleichung:
Es sei g eine konvexe Funktion mit g : 7'— R und T = |a, b].

Dann gilt fir A, Ag, ..., A, €10,1], Z)\i: 1und 21, 29,...,2, €T

=1

g (Z A - %) < Z&' - g(@i).
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